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Turbo Pascal, pomimo swojego ,podesztego” wieku caty czas uwazany jest za
doskonaty jezyk programowania dla celéw dydaktycznych. Jego czytelna i prosta
sktadnia, niewielki zestaw stow kluczowych i spore mozliwosci czynig go idealng
platforma dla poczatkujacych. Opanowanie Turbo Pascala nie tylko utatwi poznawanie
innych jezyk6w programowania, ale, Co znacznie wazniejsze, nauczy myslenia
algorytmicznego, ktdre jest niezbedne kazdemu programiscie. Poza tym — Turbo Pascal
stat sie podstawa jezyka Object Pascal wykorzystywanego w niezwykle popularnym
dzi$ Srodowisku programistycznym Delphi.

,Turbo Pascal. Cwiczenia praktyczne. Wydanie II” to kolejne wydanie najpopularniejszej
w Polsce ksiazki o Turbo Pascalu, sprawdzonej i wykorzystywanej przez nauczycieli
informatyki. Znajdziesz w niej zbidr ¢wiczen, dzieki ktérym poznasz zasady
programowania w tym jezyku. Nauczysz sie rozwigzywac zadania programistyczne
za pomoca algorytmdw i dowiesz sie, z jakich elementow sktada sie kazdy program
w Turbo Pascalu. Wykonujac kolejne ¢wiczenia poznasz instrukcje Turbo Pascala,
stworzysz wtasne procedury i funkcje oraz nauczysz sie kompilowac i uruchamiac
Swoje programy.
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| Cwiczenic
z myslenia algorytmicznego

pozwalajacego wypisa¢ co$ na ekranie, opisu budowy programoéw albo informacji

0 obsludze samego programu. Tymczasem w najblizszym czasie nie bedziemy
sie zajmowac¢ Pascalem. Zajmiemy sie czyms, co jest trzonem programowania, czyli algo-
rytmami. Aby jednak nie zaczyna¢ catkiem na sucho, pierwsze ¢wiczenie niech bedzie
dziatajacym programem. Nie bedziemy sie na razie wglebia¢ w jego budowe. Sprébujmy
go jedynie wpisa¢, uruchomic i zobaczy¢ efekt jego dziatania.

i Pewnie oczekujesz wstepu do Pascala, wyjasnienia, czym jest, programu-¢wiczenia

1.1. Na dobry poczqtek — jednak prosty program

CWICZENIE

Pierwszy program

Napisz i uruchom program, ktéry przywita Cig Twoim imieniem.

Uruchom program Turbo Pascal, wpisujac polecenie turbo. Z menu File wybierz New
(lub wciénij kombinacje klawiszy Alt+F+N). W otwarte okienko edycyjne wpisz ponizszy
program:

program cwl 1;

{ Program wypisuje powitanie osoby, ktora }

{ wlasciwie wpisze swoje imie w odpowiednie miejsce. }
{ Katalog rl1 01 : 1 Ol.pas

const

imie = 'Andrzej'; { Tu wpisz wlasne imie }
begin

Writeln ('Witaj, ' + imie + '1');

end.
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Przepisz go dokladnie i bez btedé6w — kazda pomytka moze spowodowaé klopoty z uru-
chomieniem. Nawet kropka na koncu jest istotna! Jedyna zmiana, jaka mozesz wprowa-
dzi¢, to zmiana imienia Andrzej na wlasne. Nie musisz tez koniecznie wpisywaé tekstow
w nawiasach klamrowych. Tak w Turbo Pascalu oznaczane sa komentarze. Nie majg one
wplywu na dzialanie programu, ale majg kolosalne znaczenie w przypadku, kiedy pro-
gram trzeba poprawi¢ albo wyjaéni¢ komus jego strukture. Mimo ze komentarzy wpisywaé
nie musisz, zréb to, aby od poczatku nabra¢ dobrych przyzwyczajen. I nie daj sie zwie$¢
my$li, ze zrobisz to p6zniej. Ja wielokrotnie obiecywatem sobie, ze poniewaz jest malo
czasu, bede pisal sam tekst programu, a kiedys, ,,w wolnej chwili”, opisze go komenta-
rzami. Jak sie nietrudno domysli¢, zaowocowalo to tysigcami wierszy nieopisanego tekstu
w Turbo Pascalu, ktéry nigdy juz nikomu sie do niczego nie przyda. Zrozumienie, w jaki
spos6b program dziala, moze zaja¢ wiegcej czasu, niz napisanie go od nowa. Wpisujac,
nie zwracaj uwagi na to, ze niektére stowa sg pogrubione. Zostaly tak oznaczone jedynie
dla poprawienia czytelnosci tekstu. Jezeli korzystasz z Turbo Pascala w wersji 7.0, zostang
one zresztg automatycznie wyréznione podczas wpisywania.

Nadszed! moment uruchomienia. Wcisnij klawisze Ctrl+F9 (jest to odpowiednik wybra-
nia z menu Run polecenia Run albo wcisniecia kombinacji klawiszy Alt+R+R). Jezeli
przy wpisywaniu programu popetniles bledy, informacja o tym pojawi si¢ w gérnym
wierszu okna. Nie prébuj na razie wglebiac¢ sie w jej tres¢, tylko jeszcze raz doktadnie
przejrzyj program i popraw blad. Jezeli program wpisate$ poprawnie, nie zobaczysz nic.
A gdzie powitanie? Powitanie jest, tyle ze ukryte. Turbo Pascal wyniki dzialania progra-
méw ukazuje na specjalnym, do tego celu przeznaczonym ekranie (ang. user screen), ktory
na razie jest niewidoczny. Aby przelaczy¢ sie do tego ekranu, nalezy wcisnaé klawisze
Alt+F5. Powr6t nastepuje po wcisnieciu dowolnego klawisza.

Oto co powiniene$ zobaczy¢ na ekranie:

Turbo Pascal Version 7.0 Copyright (c) 1983,92 Borland International
Witaj, Andrzej!
Na koniec trzeba wyjs¢ z Turbo Pascala. Wcisnij kombinacje Alt+X (co odpowiada wybra-
niu z menu File polecenia Exit). Na pytanie, czy zapisa¢ zmiany, odpowiedz negatywnie.
=

1.2. Wrd¢my do metod

No wlasnie. Przekonales sie, ze komputer do spéiki z Pascalem potrafig zrozumiec¢ to,
co masz im do powiedzenia, pora wiec... zajac¢ sie teorig. Tak powiniene$ robi¢ zawsze,
kiedy przyjdzie Ci rozwigzac¢ jakis problem za pomoca komputera. Warto sigé¢ z kartka
papieru i zastanowi¢ sie nad istotg zagadnienia. Kazda minuta poSwiecona na analize
problemu moze zaowocowaé oszczednos$cig godzin podczas pisania kodu... Najwazniej-
sze jest dobrze problem zrozumie¢ i wymys$li¢ algorytm jego rozwigzania. No wtlasnie.
Co to stowo tak witasciwie oznacza?

Najprosciej rzecz ujmujac, algorytm to po prostu metoda rozwigzania problemu, albo
piszac inaczej — przepis na jego rozwiqzanie. OczywiScie nie jest to tylko pojecie infor-
matyczne — réwnie dobrze stosuje sige je w wielu dziedzinach zycia codziennego (jak
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choéby w gotowaniu). Réwnie dobrze jak mysle¢ o przepisie na ugotowanie makaronu
mozna rozwazac¢ algorytm jego gotowania. Rozwazajac algorytm rozwigzania problemu
informatycznego, nalezy mie¢ na uwadze:

dane, ktére moga by¢ pomocne do jego rozwigzania — wraz ze sposobem
ich przechowania, czyli strukturg danych;

wynik, ktéry chcemy uzyskac.

Gdzie$ w tle rozwazamy tez czas, ktéry mamy na uzyskanie wyniku z danych. Oczywi-
$cie tak naprawde myslimy o dwdéch czasach: jak szybko dany program trzeba napisac
ijak szybko musi dziata¢. Latwo jest szybko napisa¢ program, ktéry dziata wolno, jeszcze
tatwiej napisa¢ powoli taki, ktéry dziala jak z6lw. Prawdziwg sztuka jest szybko napisac
co$, co pracuje sprawnie. Nalezy jednak mieé¢ na uwadze, ze zwykle program (badz tez
jego cze$é) jest pisany raz, a wykorzystywany wiele razy, wiec o ile nie grozi to zawale-
niem terminéw, warto po$wieci¢ czas na udoskonalenie algorytmu.

A zatem rozwazajac dane, ktére masz do dyspozycji, oraz majac na uwadze czas, musisz
okresli¢, w jaki sposdb uzyskac jak najlepszy wynik. Inaczej méwigc, musisz okresli¢ dzia-
{fania, ktérych podjecie jest konieczne do uzyskania wyniku, oraz ich wtasciwa kolejnosc.

CWICZENIE

m Algorytm gotowania makaronu

Lapisz sposoh, czyli algorytm gotowania makaronu.

Wréémy do przykladu z makaronem. By¢ moze istnieja inne sposoby jego ugotowania, ale
moja metoda (algorytm) jest nastepujgca. Przyjmuje, Ze mam makaron spaghetti jakosci
pozwalajacej uzyska¢ zadowalajacy mnie wynik, s6l, wode, garnek, cedzak, minutnik
i kuchnig. Makaron proponuje ugotowac tak:

1. Zagotowac w garnku wode.
2. Do gotujacej sie wody wlozy¢ makaron, tak aby byl w niej zanurzony.

3. Posoli¢ do smaku (w kuchni takie pojecie jest tatwiej akceptowalne niz w informatyce
— tu trzeba by doktadnie zdefiniowaé, co oznacza ,,do smaku”, a by¢ moze
zaprojektowac jaki$ system doradzajacy, czy ilo$¢ soli jest wystarczajaca;
poniewaz chcemy jednak stworzy¢ algorytm prosty i doktadny, przyjmijmy
moja norme — % tyzki kuchennej soli na 5 litréw wody).

. Gotowac okoto 8 minut, od czasu do czasu mieszajac.

4

5. Zagotowany makaron odcedzi¢ cedzakiem.

6. Rowniez uzywajac cedzaka, pola¢ makaron dokladnie zimng woda, aby sig nie sklejat.
7

. Przesypa¢ makaron na talerz.

No i jedzenie gotowe. Mozna jeszcze pomys$le¢ nad przyprawieniem makaronu jakims$
sosem, ale to juz inny algorytm. Nie méwig przy tym, ze przedstawiona metoda jest naj-
lepsza czy jedyna. To po prostu méj algorytm gotowania makaronu, ktéry mi smakuje.
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Warto zwréci¢ uwage, ze oprécz samych sktadnikéw oraz czynnosci niezwykle wazna
jest kolejnos¢ wykonania opisanych czynnosci. Makaron posolony juz na talerzu (po
punkcie 7. algorytmu) smakowatby duzo gorzej (cho¢ musze szczerze przyznaé, ze juz
mi sie zdarzyla taka wpadka). Polewanie zimng wodg makaronu przed wtozeniem go do
garnka (a wigc przed punktem 1) na pewno nie zapobiegnie jego sklejeniu.

=

Jakie to mato informatyczne. Czy to w ogdle ma zwiazek z tworzeniem programéw? Moim
zdaniem TAK. W nastepnym ¢éwiczeniu rozwazymy mniej kulinarny, a bardziej ma-
tematyczny problem (matematyka czesto przeplata sie z informatyka i wiele probleméw
rozwigzywanych za pomoca komputeréw to problemy matematyczne).

CWICZENIE

Algorytm znajdowania NWD

Inajdz najwiekszy wspolny podzielnik (NWD) liczh naturalnych A i B.

Zadanie ma wiele rozwigzan. Pierwsze nasuwajgce sie, nazwiemy je sifowym, jest réwnie
skuteczne, co czasochtonne i niezgrabne. Pomyst jest nastepujgcy. Poczawszy od mniej-
szej liczby, a skonczywszy na znalezionym rozwiagzaniu sprawdzamy, czy liczba dzieli
A i B bez reszty. Jezeli tak — to mamy wynik, jak nie — pomniejszamy liczbe o 1 i spraw-
dzamy dalej. Innymi stowy, sprawdzamy podzielnos¢ liczb A i B (zat6zmy, ze B jest
mniejsze) przez B, potem przez B-1, B-2 i tak do skutku... Algorytm na pewno da pozy-
tywny wynik (w najgorszym razie zatrzyma sie na liczbie 1, ktéra na pewno jest podziel-
nikiem A i B). W najgorszym przypadku bedzie musial wykona¢ 2B dzielen i B odejmo-
wan. To zadanie na pewno da sie i nalezy rozwiazac lepisej.

Drugi algorytm nosi nazwe Euklidesa. Polega na powtarzaniu cyklu nastepujacych operacji:
podzialu wiekszej z liczb przez mniejszg (z resztg) i do dalszej dziatalnosci wybrania
dzielnika i znalezionej reszty. Operacja jest powtarzana tak dtugo, az reszta bedzie 0.
Szukanym najwiekszym wspdlnym podzielnikiem jest dzielnik ostatniej operacji dzie-
lenia. Oto przyklad (szukamy najwiekszego podzielnika liczb 12 i 32):

32 / 12 = 2 reszty 8
12 / 8 =1 reszty 4
8/ 4 =2reszty O

Szukanym najwiekszym wspdlnym podzielnikiem 12 i 32 jest 4. Jak wida¢ zamiast spraw-
dzania 9 liczb (12, 11, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4), z wykonaniem dwdch dzielen dla kazdej z nich,
jak mialoby to miejsce w przypadku rozwigzania sitowego, wystarczyly nam tylko trzy
dzielenia.

Bardzo podoba mi sie trzeci algorytm, bedacy modyfikacja algorytmu Euklidesa, ale
niewymagajacy ani jednego dzielenia. Tak, to jest naprawde mozliwe. Jezeli liczby sa rézne,
szukamy ich ré6znicy (od wiekszej odejmujac mniejszg). Odrzucamy wieksza z liczb i czy-
nimy to samo dla mniejszej z nich i wyniku odejmowania. Na koncu, kiedy liczby beda
sobie réwne, beda jednoczesnie wynikiem naszych poszukiwan. Nasz przyklad z liczbami
321 12 bedzie sie przedstawial nastepujaco:

32 - 12
20 - 12

20
8
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2-8=4
- 4-4
=4

Znowu znaleziono poprawny wynik, czyli 4. Operacji jest co prawda wiecej, ale warto
zwréci¢ uwage, ze sg to jedynie operacje odejmowania, a nie dzielenia. Koszt operacji
dodawania i odejmowania jest za§ znacznie mniejszy, niz dzielenia i mnozenia (piszac
,koszt”, mam tu na mys$li czas pracy procesora, niezbedny do wykonania dzialania).
Zastanéwmy sie jeszcze, na czym polega réznica pomiedzy ostatnimi dwoma algoryt-
mami. Po prostu szukanie reszty z dzielenia liczb A i B poprzez dzielenie zastapiono
wieloma odejmowaniami.

CWICZIENIE -

Algorytm znajdowania NWW

Inajdz najmniejszq wspdlng wielokrotnos¢ (NWW) liczb naturalnych Ai B.

Czasem najlepsze sa rozwigzania najprostsze. Od razu mozemy sie domyslié, ze ,sitowe”
rozwigzania (na przyklad sprawdzanie podzielnosci przez A i B liczb od A-B w dét az
do wiekszej z nich i przyjecie jako wynik najmniejszej, ktérej obie sa podzielnikami),
cho¢ istnieja, nie sg tym, czego szukamy. A wystarczy przypomnie¢ sobie fakt z mate-
matyki z zakresu szkoly podstawowej:

A-B

i juz wiadomo, jak problem rozwiazaé, wykorzystujac algorytm, ktéry juz znamy. Usil-
ne (i czgsto uwienczone sukcesem) préby rozwigzania problemu poprzez sprowadzenie
go do takiego, ktéry juz zostal rozwigzany, to jedna z cech programistéw. Jak zobaczysz
w nastepnych ¢wiczeniach, czesto stosujac rézne techniki, programisci sg nawet w sta-
nie sprowadzi¢ rozwigzanie zadania do... rozwigzania tego samego zadania dla innych
(fatwiejszych) danych, w nadziei, ze dane w konicu stang sie tak proste, ze bedzie mozna
poda¢ wynik ,,z glowy”. I to dziata!

=

Podstawag tak sprawnego znalezienia rozwigzania tego ¢wiczenia okazala sie znajomosc
elementarnej matematyki. Jak juz pisalem, matematyka doé¢ silnie splata sie z programo-
waniem i dlatego dla wtasnego dobra przed przystapieniem do ,klepania” w klawiature
warto przypomniec¢ sobie kilka podstawowych zaleznosci i wzoréw. Jako dowdd tego za-
praszam do rozwigzania kolejnego ¢wiczenia.

CWICZENIE

Algorytm potegowania

Inajdz wynik dziatania A

Wyglada na to, ze twércy Turbo Pascala o czym$ zapomnieli albo uznali za niepotrzebne,
liczac na znajomo$¢ matematyki wéréd programistéw (z drugiej strony wbudowanych
jest wiele mniej przydatnych funkcji). W kazdym razie — cho¢ trudno w to uwierzy¢

-11 -
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— nie ma bezposrednio mozliwosci podniesienia jednej liczby do potegi drugiej. Jest to
zapewne jedna z pierwszych wilasnych funkcji, ktére napiszesz. Tylko jakim sposobem?
Jako ulatwienie podpowiem, ze trzeba skorzysta¢ z wlasnosci logarytmu i funkgji e*.

Nalezy przeprowadzi¢ nastepujace rozumowanie:

AP :el"(ABj :emu(/t)

poniewaz x = e oraz In(x’) = y-In(x). Obie funkcje (e* i In(x)) sa w Pascalu dostepne,
wigc problem w ten sposéb mozemy uznac za rozwigzany. Nie bylo to trudne dla oséb,
ktére potrafia sig postugiwaé suwakiem logarytmicznym, ale mnie przyprawito kiedys$
o bél glowy i koniecznosé przypomnienia sobie logarytméw. Warto pamietaé, ze rozwia-
zanie to bedzie skuteczne jedynie dla dodatnich wartosci podstawy potegi i nie znaj-
dziemy w ten sposdb istniejacego wyniku dziatania (—4)*.

CWICZIENIE -

Algorytm obliczania silni

Inajdz silnig danej liczhy (N!).

Jak z lekcji matematyki wiadomo, silnia liczby jest iloczynem wszystkich liczb natural-
nych mniejszych od niej lub jej réwnych. Czyli:

N'=1-2-...-(N=1)-N

Juz bezposrednio z tej definicji wynika jedno (catkiem poprawne) rozwigzanie tego pro-
blemu. Nalezy po prostu uzyskaé wynik mnozenia przez siebie wszystkich liczb natural-
nych mniejszych lub ré6wnych danej. Ten algorytm nosi nazwe iteracyjnego i zostanie
dokladnie pokazany w ¢wiczeniu 3.37.

Zastanéw sie jednak nad jeszcze drugim algorytmem. Silnia posiada tez druga definicje
(oczywiscie r6wnowazng poprzednie;j):

1 gdy N=0
N'=
N-(N-1)! gay N>0

Co$ dziwnego jest w tej definicji. Odwotuje sie do... samej siebie. Na przyklad przy licze-
niu 5! kaze policzy¢ 4! i pomnozy¢ przez 5. Jako pewnik daje nam tylko fakt, ze 0! = 1.
Jak sie okazuje — zupelnie to wystarczy. Sprébuj na kartce, zgodnie z ta definicja poli-
czy¢ 5!. Powiniene$ otrzymac taki ciag obliczen:

50 =5 =41

5/ =5=* (4 * 3!

51 =5 * (4 * (3 *2!))

50 =5* (4 * (3 *(2*11)))

50 =5* (4 * (3 *(2*(1*0!)))
5/ =5* (4 * (3% (2*(1*1)H)N
50 =5* (4 * (3 *(2*1))

50 =5=* (4 * (3 *2))

5 =5 * (4 *6)

51 =5 =% 24

5!/ =120



Rozdziat 1. « Cwiczenia z myslenia algorytmicznego 13

Jak widaé, otrzymaliémy poprawny wynik. Mam nadzieje, ze przeSledzenie tego przy-
ktadu pozwoli na zrozumienie takiego sposobu definiowania funkcji i przeprowadzania
obliczen. Metoda ta jest bardzo czesto wykorzystywana w programowaniu i nosi nazwe
rekurencji. W skrécie mowiac, polega ona na definiowaniu funkcji za pomoca niej samej,
ale z mniejszymi (badZ w inny sposéb tatwiejszymi) argumentami. A w przypadku pro-
gramowania — na wykorzystaniu funkcji lub procedury przez nig sama.

CWICZENIE [
Rekurencyjne mnozenie liczh

Sprobuj zdefiniowa¢ mnozenie dwdch liczh naturalnych Ai B w sposob rekurencyjny.

To tylko ¢wiczenie — do niczego sig w przyszlosci nie przyda (wszak komputery potrafia
mnozy¢), ale — mam nadzieje — bliZzej zapozna z rekurencja.

A gdy B=1
{A+[A-(B—l)] gdy B>1

oczywiScie mozna tez:
dy A=1
4.B= gay
[(4-1)-B]+B gdy 4>1

Wiele podejmowanych dzialan (zar6wno matematycznych, jak i w Zyciu codziennym)
podlega zasadzie rekurencji. Kilka ¢wiczen dodatkowych pod koniec rozdzialu pozwoli
jeszcze lepiej sig z nig zapoznad.

CWICZIENIE [r—

Obliczanie ciqgu Fibonacciego

Przemys| sensownos¢ rozwigzania rekurencyjnego problemu N-tego wyrazu ciggu Fibonacciego.

To éwiczenie to ilustracja swoistej ,,putapki rekurencji”, w ktérg latwo moze wpasé nie-
uwazny programista. Wiele os6b po poznaniu tej techniki stosuje ja, kiedy sig tylko da.
A juz na pewno zawsze, gdy problem jest zdefiniowany w sposéb rekurencyjny. Latwo
mozna stac sig ofiarg tej pozytecznej techniki.

Rozwazmy ciag Fibonacciego, ktérego wyrazy opisane sa definicjg rekurencyjna:
0 gdy N=0
F(N)= 1 gdy N=1
F(N-1)+F(N-2) gdv N>1
Wydaje sie, ze nasz problem rozwigzuje juz sama definicja. Wystarczy wykorzysta¢ reku-

rencje. Sprobujmy wiec na kartce, zgodnie z definicja, policzy¢ kilka pierwszych wyrazéw
ciggu:

-13 -
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F(0) =0

F(1) = 1

F(2) = F)+FO0)=1+0=1

F(3) = F(2)+F(1)=F1)+F0)+F1)=1+0+1=2
F(3) + F(2) = F(2) + F(1) + F(2) =

F4) = F(1)+ F(0) + F(1) + F(1) + F(0) =
1+0+1+1+0=3
F(4) + F(3) = F(3) + F(2) =

P = FO)HFQ)+FR) 4 FE) 4 F() =
F(1) + F(0) + F(1) + F(1) + F(0) + F(1) + F(0) +
F1)=1+0+1+140+1+0+1=5
F(7) + F(6) = F(6) + F(5) + F(5) + F(4) =

F(8) = F(5)+ F(4) + F(4) + F(3) + F(4) + F(3) + F(3) +
F(2) = ... co to liczenie nie idzie w dobrym kierunku...

F(50) = Czy sg jacy$ odwazni?

Cos jest nie tak — algorytm liczacy F(8) kaze nam w pewnym momencie liczy¢ az trzy
razy F(4) i trzy razy F(3). Oczywiscie nie bedzie tego liczyt tylko raz i przyjmowat wyniku
dla wszystkich obliczen, poniewaz wystepuja one w ré6znych wywotaniach rekurencyj-
nych i wzajemnie o swoich wynikach nic nie wiedzg. Podobnie nie da sie skorzystac
z wyliczonych juz poprzednich wartosci, poniewaz nigdzie nie sg przechowywane. To
jest bardzo zly sposéb rozwigzania tego problemu. Mimo ze funkcja posiada dobrg reku-
rencyjna definicje, jej zaprogramowanie za pomocg rekurencji nie jest dobre.

A jak zaprogramowac obliczanie warto$ci takiej funkcji za pomoca komputera? Bardzo
fatwo — iteracyjnie. Wystarczy liczy¢ jej kolejne wartosci dla liczb od 2 az do szukanej
i pamieta¢ zawsze tylko ostatnie dwa wyniki. Ich suma stanie sie za kazdym razem no-
wg warto$cig i do kolejnego przebiegu przyjmiemy wlasnie jg i wiekszg z poprzednich
dwéch. Czas pracy rozwigzania iteracyjnego jest wprost proporcjonalny do wartosci N.
A od czego zalezy ten czas w przypadku rozwigzania rekurencyjnego? Niestety od 2.
Pamietasz legende o twércy szach6w? Jezeli nie, koniecznie jg odszukaj. Jest ona pigkng
ilustracjg wzrostu wartosci funkcji potegowe;j:

N 2N

1

2

3

4 16
10 1024
11 2048
12 4096
20 1048576
30 1073741824
40 1099511627776
60 1152921504606846976
100 267650600228229401496703205376

1000 ok. 1¥10%"
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Jak wida¢, wraz ze wzrostem wielko$ci danej czas rozwigzywania zadania bedzie rést
w sposéb niesamowity. W éwiczeniu 3.61 bedziesz mial mozliwo$¢ sprawdzenia czasu
dziatania algorytmu o zfozonosci wykfadniczej (tak informatycy nazywajg funkcje, ktéra
okresla czas obliczen w zaleznosci od rozmiaru danych) dla r6znych danych.

Algorytméw o zlozonoéci wykladniczej stosowaé nie nalezy. Istnieje co prawda cata grupa
problemoéw, dla ktérych nie znaleziono lepszej niz wykladnicza metody rozwigzania
(i prawdopodobnie nigdy nie zostanie ona znaleziona), ale przy ich rozwigzywaniu stosuje
sig inne, przyblizone, lecz szybciej dziatajace algorytmy. W przeciwnym razie nawet dla
problemu z bardzo matg dang na rozwiazanie trzeba by bylo czekaé¢ wieki.

Duzo lepsze s algorytmy o ztoZonosci wielomianowej (takie, gdzie czas pracy zalezy od
potegi rozmiaru problemu (na przykiad od kwadratu problemu). Bardzo dobre — w klasie
wielomianowych — sg te o ztozonosci liniowej (i taki udato sie nam wymysli¢!). Istnieje
jednak jeszcze jedna klasa, ktérg informatycy lubig najbardziej. Poznasz ja w nastepnym
¢wiczeniu.

A jako ostatnig informacje z tego ¢wiczenia zapamietaj, ze kazdy algorytm rekurencyjny
da sie przeksztalci¢ do postaci iteracyjnej. Czasami tak latwo, jak silnie czy ciag Fibo-
nacciego, czasem trudniej lub bardzo trudno (swego czasu zamieniatem na postac itera-
cyjna algorytm, ktéry w postaci rekurencyjnej miat kilka wierszy, posta¢ iteracyjna za$
miata ich wielokrotnie wiecej). Prawie zawsze stracimy na czytelnosci. Zwykle zyskamy
na czasie pracy i obcigzeniu komputera. Jezeli wiec przeksztatcenie do postaci iteracyjne;j
jest proste i oczywiste, nalezy to zrobi¢ — ale nie za wszelka cene.

CWICIENIE -

Algorytm podnoszenia 2 do potegi naturalnej

InajdZ metode obliczania wyrazenia 2N, gdzie N jest liczhg naturalng.

Nasunal Ci sig pierwszy pomyst: skorzystanie z naszego znakomitego algorytmu z ¢wi-
czenia 1.5. Wszak 2" = """ wiec z szybkim wyliczeniem nie bedzie problemu. Pomyst
nawet mi sie podoba (§wiadczy o tym, ze oswoile$ sie juz z my$la, by rozwigzywacé pro-
blemy przez ich sprowadzenie do juz rozwigzanych). Ale klopot polega na tym, ze na-
sza metoda opiera sie na funkcjach, ktére dzialaja na liczbach rzeczywistych (e* i In(x)).
Poniewaz komputer reprezentuje liczby rzeczywiste z pewnym przyblizeniem, nie do-
staniemy niestety dokladnego wyniku — liczby naturalnej. Dla odpowiednio duzego N
wynik zacznie by¢ obarczony bledem. A my tymczasem potrzebujemy wyniku bedacego
liczbg naturalng. Pomy$lmy wiec nad innym rozwigzaniem.

A gdyby tak po prostu N razy przemnozy¢ przez siebie liczbe 2 (a jezeli N = 0, za wynik
przyjacé 1)? Pomysl jest dobry. Jego zltozono$¢ jest liniowa (przed chwilg napisalismy, ze
dla liczby N nalezy N razy pomnozy¢ — liniowo$¢ rozwigzania wida¢ bardzo dobrze).
Rozwigzanie jest poprawne.

Ale da sig to zrobi¢ lepiej — rekurencyjnie. Sprébujmy zdefiniowaé 2N w nastepujacy
sposéb:

-15 -
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1 gdy N=0
2V = (Z‘W : )2 gdy N jest parzyste

N/2

2-(2* )2 gdy N jestnieparzyste

(jako N/2 rozumiemy calkowita cze$¢ dzielenia N przez 2). Jako drobne ¢wiczenie ma-
tematyczne proponuje sprawdzi¢ (a moze nawet udowodnic?), ze jest to prawda. Jezeli
kto$ chce sig zmierzy¢ z dowodem, proponuje przypomnieé sobie dowody indukcyjne.
Rekurencja w informatyce i indukcja w matematyce to rodzone siostry.

Powstaje pytanie (metode — rekurencyjng — juz mamy): czy to daje nam jaka$ oszczed-
no$¢? Przyjrzyjmy sie jeszcze raz temu wzorowi. Za kazdym razem warto$¢ argumentu
maleje nie o jeden czy dwa (jak byto w przypadku silni czy ciagu Fibonacciego), ale...
o potowe. Czyli gdy szukamy potegi 32, za drugim razem bedziemy juz szukaé 16, za
trzecim 8, potem 4, 2, 1 i zerowej. To nie jest nijak liniowe. To jest o wiele lepsze! Jak
nazwac zlozonos¢ tego algorytmu? Przyjeto sie méwic, ze jest to zlozonos¢ logarytmiczna.
Oznacza to, ze czas rozwigzania problemu jest zalezny od logarytmu (w tym przypadku
o podstawie 2) wielko$ci danych. To jest to, co informatycy lubiag najbardzie;j.

Tabelka, ktérg pokazaliSmy powyzej, bylaby niepelna bez danych o zlozonosci logaryt-
micznej. Powtérzmy ja zatem jeszcze raz:

N log,(N) 2N
1 0 2
2 1,00
3 1,58
4 2,00 16
10 3,32 1024
11 3,46 2048
12 3,58 4096
20 4,32 1048576
30 4,91 1073741824
40 5,32 1099511627776
60 5,91 1152921504606846976
100 6,64 267650600228229401496703205376
1000 9,97 ok. 1*10%%

Czy widzisz r6znice? Dla danej o wartosci 1000 algorytm logarytmiczny musi wykonac
tylko 10 mnozen, a liniowy — az tysigc. Gdyby$my wymyslili algorytm wykladniczy,
liczby mnozen nie datoby sie latwo nazwacé, a juz na pewno nie daloby sig tej operacji
przeprowadzi¢ na komputerze.

Ten typ algorytmoéw, ktére sprowadzajg problem nie tylko do mniejszych tego samego
typu, ale do mniejszych przynajmniej dwukrotnie, nazwano (moim zdaniem stusznie)
dziel i zwyciezaj. Zawsze, gdy uda Ci sie problem podzieli¢ w podobny sposéb na mniejsze,
masz szanse na uzyskanie dobrego, logarytmicznego algorytmu.

=
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CWICZENIE

m Algorytm okreslania liczh pierwszych

Sprawdz, czy liczha N jest liczbg pierwszg.

Dla przypomnienia: liczba pierwsza to taka, ktéra ma tylko dwa rézne, naturalne podziel-
niki: 1 i samg siebie.

Zadanie wbrew pozorom nie jest tylko sztukg dla sztuki. Funkcja sprawdzajaca, czy za-
dana liczba jest pierwsza, czy nie (i znajdujaca jej podzielniki) w szybki sposéb (a wiec
o malej ztozonosci), miataby ogromne znaczenie w kryptografii — i to takiej silnej, naj-
wyzszej jakosci, a konkretnie w tamaniu szyfréw. Warto wiec poswieci¢ chwilke na
rozwigzanie tego zadania.

Pierwszy pomys!: dla kazdej liczby od 2 do N-1 sprawdzi¢, czy nie dzieli N. Jezeli ktdéras
z nich dzieli — N nie jest pierwsze. W przeciwnym razie jest. Pierwszy pomyst nie jest
zly. Funkcja na pewno dziata i ma zlozonosc¢ liniowa. Troszke sie ja da poprawic, ale czy
bardzo?

Poczyhmy nastepujaca obserwacje. Jezeli liczba N nie byla podzielna przez 2, to na pewno
nie jest podzielna przez zadna liczbe parzystg. Mozna wiec $miato wyeliminowac spraw-
dzanie dla wszystkich liczb parzystych wiekszych od 2. Czyli sprawdza¢ dla 2, 3, 5, 7 itd.
Redukujemy w ten sposéb problem o potowe, uzyskujac ztozonosé, no wlasnie — jaka?
Tak, nadal liniowa. Algorytm bez watpienia jest szybszy, ale ciagle w tej samej klasie.

Pomy$lmy dalej. Dla kazdego ,,duzego” (wigkszego od N ) podzielnika N musi istnie¢
podzielnik ,,maty” (mniejszy od /N ) — bedacy ilorazem N i tego ,,duzego”. Nie warto
wigc sprawdzac liczb wigkszych od /¥ — jezeli przedtem nie znalezliSmy podzielnika,
dalej tez go nie bedzie. Czyli nie sprawdzamy liczb do N-1, tylko do /n . Czy co$§ nam

to dato? Oczywiscie algorytm dziala jeszcze szybciej. A jak z jego ztozonoscia? Co prawda
nie jest liniowa, ale nadal pozostaje wykladnicza (tylko z lepszym niz liniowa wyklad-
nikiem). Proste pytanie: z jakim wykladnikiem zloZonos¢ wielomianowa jest liniowa,
a z jakim jest taka, jakg uzyskaliSémy? Jezeli podale$ odpowiednio wartosci 1 i %%, to udzie-
lite$§ poprawnej odpowiedzi.

=

1.3. Co powinienes$ zapamietac
z tego cyklu ¢wiczen

Q Co to jest algorytm?

Q Co to jest ztozonosé algorytmu?
Q Co to jest iteracja?

Q Co to jest rekurencja?
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Q Dlaczego rekurencja nie zawsze jest dobra?

Q Na czym polega metoda dziel i zwyciezaj?

Q Jak wygladaja dobre algorytmy dla kilku prostych probleméw: gotowania
makaronu, szukania najwiekszego wspdlnego dzielnika, najmniejszej wspélne;j
wielokrotnosci, silni, wyrazu ciggu Fibonacciego, potegi liczby, sprawdzania
czy liczba jest pierwsza.

1.4. Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania

CWICZENIE _—

m Gotowanie potraw

Napisz algorytm gotowania ulubionej potrawy.

Mozesz postuzy¢ sie ksiazkag kucharskg. Zwr6é szczegdlng uwage na skltadniki (czyli
,dane” algorytmu) oraz na kolejno$¢ dziatan.

CWICZENIE -
Udzielanie pierwszej pomocy

Podaj algorytm vdzielania pierwszej pomocy osobie poszkodowanej w wypadku samochodowym.

CWICZENIE _—

m Obliczanie pierwiastkow

Napisz algorytm liczenia pierwiastkéw réwnania kwadratowego.

Funkcja (dla przypomnienia) ma postaé f(x) = ax’+bx+¢. Przypomnij sobie szkolny spo-
sob liczenia pierwiastkéw — on w zasadzie jest juz bardzo dobrym algorytmem.

CWICZENIE [r—
Obliczanie wartosci wielomianu

Przeanalizuj problem obliczania wartosci wielomianu.

Wielomian ma nastepujaca postac: w(x) = a,x" + a,.x"" + ... + a,x + a,. Poréwnaj metode
najbardziej oczywistg (mnozenie i dodawanie ,,po kolei”) z algorytmem opartym na
schemacie Hornera, ktéry méwi, ze wielomian mozna przeksztalci¢ do postaci: w(x) =
(... (ax+ a,)x + ... + a,)x + a, Aby to nieco rozjasni¢: wielomian trzeciego stopnia:
w,(x) = a,x° + a,x’ + a;x + a, mozna przeksztalci¢ do postaci: w(x) = ((ax + a,)x+ a,)x
+ a, — sprawdz, ze to to samo. Por6wnaj liczbe dzialan (mnozen i dodawan) w obu przy-
padkach. Czy zloZzonos¢ w ktéryms z nich jest lepsza? Jezeli nie, to czy mimo wszystko
warto stosowacé ktorys z nich? Moze jestes w stanie zauwazy¢ takze jakie$ inne jego zalety?
_ wm
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CWICZENIE

m Lgadywanie liczh

Przeanalizuj gre w zgadywanie liczhy.

Pamigtasz gre: zgadnij liczbe z zakresu 1 — 10007 Zgadujacy podaje odpowiedz, a Ty
mowisz ,,zgadles”, ,,za duzo” albo ,,za mato”. Gdyby zgadujacy ,strzelal”, dtugo trwatoby
trafienie. Mozna jednak wymy$li¢ bardzo sprawny algorytm zgadniecia liczby. Sprébuj
go sformulowac. Ile maksymalnie razy trzeba zgadywac, zeby mie¢ pewnos$¢ uzyskania
prawidlowego wyniku? Jaka zloZonos¢ ma algorytm? Czy przypomina Ci ktéra$ z metod
z poprzednich ¢wiczen? Zapamietaj nazwe tej metody: przeszukiwanie binarne.

CWICZENIE [
Potozenie punktu wzgledem trojkqta

Sprawdz, czy punkt X lezy wewnqtrz, czy na zewnqtrz trdjkqta ABC.

Narysuj oba przypadki na kartce i rozwaz pola tréjkatéw, ktére powstaly poprzez polacze-
nie wierzchotkéw tréjkata z punktem i kombinacje ich sum. Podaj algorytm sprawdzania.

CWICZENIE r—
WieieHunoi

Napisz algorytm rozwigzania problemu wiez z Hanoi.

3 [1 BN [0 B

1
H [ B mn 3

Wieze z Hanoi to klasyka zadan informatycznych. Do dyspozycji masz trzy stosy, na
ktérych ukltadasz kétka. Na poczatku kétka tworzg piramide na jednym z nich. Nalezy
cala przenie$¢ na drugi stos, zgodnie z zasadami: kazdorazowo mozna przenies¢ tylko
jedno kétko ze szczytu dowolnego stosu. Nie mozna ktasé kétek wiekszych na mniejsze.
Przyjrzyj sie ilustraciji.
Podaj algorytm rozwigzania tego problemu. Zastan6w sie nad rozwigzaniem rekuren-
cyjnym. Jaka zlozono$¢ moze mie¢ wymyslony algorytm? Czy mys$lisz, ze da sie znalez¢
rozwiazanie o lepszej zlozonosci?

=
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CWICZENIE

m Inajdowanie maksimum

Rozwaz algorytmy przeszukiwania ciggu liczh w celu znalezienia maksimum.

Masz do dyspozycji nieuporzadkowany skoniczony ciag liczb i zadanie, aby znalezé w nim
najwiekszg liczbe. Przemy$l dwie metody:

1. Przesuwasz sie po kolejnych wyrazach ciagu, sprawdzasz, czy biezacy nie jest wiekszy
od dotychczas znalezionego najwiekszego (ktéry pamietasz), jezeli tak, to przyjmujesz,
ze to on jest najwiekszy. Po dojsciu do konca ciggu bedziesz znat odpowiedz.

2. Dzialasz rekurencyjnie. Jezeli ciag jest jednoelementowy, uznajesz, ze ten element
jest najwiegkszy. W przeciwnym razie dzielisz ciag na 2 czesci i sprawdzasz, co jest
wieksze — najwiekszy element lewego podciggu czy najwiekszy element prawego
podciagu.

Drugi algorytm jest typu ,dziel i zwyciezaj” i na pierwszy rzut oka wydaje sig lepszy niz
pierwszy (liniowy). Sprawdz, czy to prawda. Zréb to na kilku przykladach. Ktéry algorytm
jest lepszy? Dlaczego wynik jest taki zaskakujacy?

CWICIZENIE [r—
Analizowanie funkcji Ackermanna

Przyjrzyj sie funkcji Ackermanna.

n+l1 gdy m=0
Alm,n)= Alm—1,n) gdy m>0,n=0
Alm—=1,4(m,n—1)) gdy  mn>0

Ta niewinnie wygladajaca funkcja zdefiniowana rekurencyjnie to prawdziwy koszmar.
Sprébuj policzy¢ A (2, 3) bez pamietania w czasie wyliczania warto$ci juz policzonych.
A A (3, 3)? Czy odwazylbys sig policzy¢ A (4, 3)? Czy algorytm rekurencyjny zdaje tu
egzamin?

Sprobuj podejs$é do zadania w inny sposéb. Zapisuj wyliczane wyniki w tabelce (na przy-
ktad w pionie dla warto$ci m, w poziomie dla n. Ponizej masz poczatek takiej tabelki:

m.\n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 2 3 4 5 6 7 9 10
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
2 3 5 7 9
3 5
4

Sprébuj policzy¢ kilka kolejnych wartosci. Zastanéw sie, w jaki sposéb mozna prébo-
wacé zabra¢ sie do rozwigzania tego problemu iteracyjnie.
=



