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Transformacja Fouriera

Grzegorz Tyma

¢t 2.1. Definicja przeksztatcenia Fouriera

Sprébujmy znalez¢ wzory na transformacje Fouriera sygnaléw aperiodycznych, korzy-
stajac z wynikéw otrzymanych dla szeregéw Fouriera. Pomyst jest nastepujacy: niech
analizowany sygnatl aperiodyczny zostanie na chwile zamieniony na okresowy przez
jego powielenie z okresem T. Dla takiego sygnalu potrafimy znaleZé rozwiniecie. Na-
stepnie sprawdzimy, jak beda sie zachowywaty wspétczynniki rozwinigcia w przypad-
ku, gdy z okresem bedziemy zdaza¢ do nieskoriczono$ci. Zabieg ten spowoduje, iz nasz
sztucznie powielony, okresowy przebieg znéw zamieni sie w sygnat aperiodyczny.

Rozpatrzmy przypadek sygnatu okresowego, ktérego rozwiniecie zostato znalezione
w przykladzie 1.8, w rozdziale poSwieconym szeregom Fouriera. Sygnal ten, o okre-
sie T, moze by¢ opisany wzorem

1, gd tl< Ty,
(1) = gay ltl< Ty @1
0, gdy Ti<ltl<T/2.
Znalezione wspoéiczynniki rozwiniecia majg postac
2sin(kwoT7) . 2n
=—F—7, gd =—. 2.2
Ck koo T gdzie wo=— (2.2)
Zdefiniujmy nowga wielko$¢ w postaci
2si T
Tep = w (2.3)
w w=kwy

i nazwijmy funkcje stojaca po prawej stronie réwnosci obwiedniq. Wspétczynniki roz-
winiecia moga by¢ traktowane jako prébki obwiedni pobierane w réwnych odstepach
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(rysunek 2.1). Dla ustalonej warto$ci T; obwiednia jest niezalezna od T. Wraz ze wzro-
stem T malejg odstepy pomiedzy pobieranymi prébkami obwiedni. W granicznym
przypadku, gdy T dazy do nieskoriczono$ci, sygnat okresowy staje sie sygnatem ape-
riodycznym, a prébki Tcy tworza obwiednie.

a) T=4T

Tc,

Rysunek 2.1. Obwiednia Tcj i prébki pobierane z niej z okresem prébkowania (a) T = 4T
i(b) T=8T;

Oznaczmy sztucznie utworzony sygnal okresowy przez x; () (rysunek 2.2). Mozemy
dla niego napisa¢ znane wzory rozwiniecia w szereg Fouriera:

o0
x1(0) = Z ¢ elk@ot (2.4a)
k=—oc0
1 (T2 )
ckz—f x1(8) e TR0t g, (2.4b)
TJ-1r2

gdzie wy =27/ T. Sygnal okresowy x; (¢) powstal przez powielenie z okresem T sygnalu
x(1), zatem x1(t) = x(¢) dla |[¢] < T/2, ponadto x(t) = 0 poza tym przedzialem. Korzysta-
jac z tych informacji mozemy poprzedni wzér zapisa¢ w postaci

1 rT2 . 1 [o© T
cr = —f x(r)ye koot dp = —f x(pe ol dr. (2.5)
TJ 112 T J-oo
x(7)
_Tl Tl t
m "\XI(t) I-ﬁ
_T ~T T T t

Rysunek 2.2. Sygnatl aperiodyczny x(¢) i sztucznie utworzony sygnatl okresowy xp (1)
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Zatem obwiednie X (jw) z Tcx mozna przedstawic jako

X(jw) =f x(He @t dr. (2.6)

—00

Wspblczynniki rozwiniecia wyliczamy:

1.
Cr = ?X(]kwo). 2.7
Korzystajac z tego, otrzymujemy
X1 ; 1 & ;
am= Y =Xkl = — Y X(jkwg) e ol wy. (2.8)
k=—oc0 T 2n k=—0c0

Gdy okres T dazy do nieskoniczonosci, to x;(t) dazy do x(t), a wg dazy do zera. W efek-
cie w ostatnim wzorze x(f) zastapi x; (f), a po prawej stronie suma zostanie zastgpiona
catka

1 (> ;
x(t) = —f X(jw) ! do. (2.9)
27 J-co
Ostatecznie otrzymaliSmy pare wzoréw na proste i odwrotne przeksztatcenie Fouriera:
X (jw) :f x(He @t dr, (2.10a)
1 (> ;
x(t) = _f X(jw) ! do. (2.10b)
27 J-0o

Funkcja po transformacji moze by¢ zapisana we wspoétrzednych biegunowych:
X(jw) = | X ()| EXG] 2.11)

Modut X (w) = | X (jw)| nosi nazwe gestosci widmowej amplitudy, natomiast faza ¢(w) =
arg[ X (jw)| nazywana jest gestoscia widmowg fazy (czesto zamiennie méwi sie o wid-
mie amplitudowym i fazowym).

Podane zostang teraz warunki, jakie musi speilnia¢ funkcja x(¢), aby mozna bylo
znalez¢ jej transformate Fouriera.

¢¢ 2.2. Warunki Dirichleta istnienia transformaty Fouriera
Podobnie jak dla sygnatéw okresowych podaje sie trzy warunki, zwane warunkami Di-
richleta, na istnienie transformacji Fouriera funkcji x(#).

Warunek 1. Funkcja x(t) jest bezwzglednie catkowalna, tzn.
o0
f [x(6)|dt <oo. (2.12)

Warunek 2. Funkcja x(t) ma skoriczong liczbe maksimow i minimow w dowolnym
skoriczonym przedziale.



34 2. Transformacja Fouriera

Warunek 3. Funkcja x(t) ma skoticzonq liczbe punktow nieciggtosci w dowolnym
skoriczonym przedziale. Ponadto wartosci funkcji w tych punktach muszq by¢ ogra-
niczone.

W kolejnym podrozdziale przedstawiono wybrane wtasnosci przeksztalcenia Fouriera.

:¢ 2.3. Wybrane wlasnosci przeksztatcenia Fouriera

Liniowos¢
Jezeli

x(t) = X(jw) oraz y(f) =Y (jw), (2.13a)
to

ax()+byt)=aX(jw)+bY (jw). (2.13b)

Dowdd twierdzenia o liniowosci przeksztalcenia Fouriera jest fatwy i wynika wprost ze
wzoru na proste przeksztatcenie Fouriera.

Przesuniecie w czasie

Jezeli x(t) 2 X (jw), to x(t — ty) 2 e 1% X (jw). Udowodnijmy to. Wiemy, iz
1 i ; jot
x(1) = —f X(jw) &' dw. (2.14)
27 J—co
Wprowadzajac przesuniecie w czasie, otrzymujemy
1 [ . 1 [ . .
x(t—ty) = _f X (jw) &0 dgy = _f e J20 X (jw) ! dw. (2.15)
27 J-0o 271 J-xo

Dostajemy zatem
F{x(t— 1)} =" X(jw). (2.16)

Warto zauwazyc, ze przesuniecie oryginalu powoduje zmiane jedynie gesto$ci widmo-
wej fazy, natomiast bez zmiany pozostaje gestos¢ widmowa amplitudy.

Przesuniecie w dziedzinie czestotliwosci

Jezeli x(t) 2 X (jw), to €% x() 2 X[j(w — wo)]. Udowodnijmy to. Wiemy, iz
1 [ .
x(0) = —f X(jw) & dw. (2.17)
27 J—0o
Wprowadzajac przesuniecie w czestotliwo$ci, otrzymujemy

Q‘I{X[j(w—a)o)]} = Lfoo Xljlw-we)] ! dw =

g (2.18)

f X)) e’ dv =& x(1).
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Rézniczkowanie i catkowanie oryginatu

Zrézniczkujmy wzér x(1) = 5= [0 X(jw) e/’ dw po czasie; w efekcie otrzymamy

dx(t)

Twierdzenie powyzsze jest prawdziwe, gdy funkcja x(#) jest bezwzglednie catkowalna
w przedziale (—oo,+00), ciagla i dazy do zera dla ¢t — oo oraz ma prawie wszedzie
pochodnag x(#), ktéra jest bezwzglednie catkowalna w przedziale (—oo, +00).

Niestety wzor na transformate Fouriera calki nie jest tak prosty, jak w przypadku
transformaty Laplace’a:

f x() d(— j) +7X(0)0(w). (2.20)
Aby go udowodnié, trzeba zauwazy¢, ze sygnat f_[oox(() d¢ jest splotem sygnatu x(f)
z jedynka Heaviside’a
1 dla ¢=0,
1(1) = (2.21)
0 dla <O,

i zastosowac twierdzenie o transformacie Fouriera splotu sygnatow!.

Skalowanie w czasie i czestotliwosci (podobienstwo)

Jezeli x(#) = X(jw), to dla dowolnej statej a > 0 zachodzi

-2 )
x(at) = —-X|—|. (2.22)
a \a
Dowdéd: - - d L
Flx(at)] =f x(ane 0! dt =f xmediT = —X(]ﬂ). (2.23)
-0 —00 a a a
Twierdzenie o transformacie splotu
Jezeli
x(1)=X(jw) oraz y()=Y(jw), (2.24a)
to
(o0}
f x(t-1)y(@)dr = X(jw)Y (jw). (2.24b)
—00
Udowodnijmy to:

e ¥l dr =

gf“{foo x(t—r)y(r)dr}z[oo [foo x(t-1)y(r)dr

f y(r)f x(t-1)e " d]dr.

(2.25)

1 Wigcej o transformacie Fouriera jedynki Heaviside’a napisano w podrozdziale 6.1.2 na stronie 176.
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Wprowadzajac nowa zmienng catkowania u = t—7, mamy d¢ = du oraz t = u+1, wobec
tego

9{/ x(t—r)y(r)dr}z[ y(1) f x(w) e WD dr| dr =
- o IR . (2.26)
=f y(r)e T drf x(we " du=X(jw)Y (jw).
Wz6r Parsevala
Jezeli
x(1) = X(jw), (2.27a)
f Ix(t)lzdt:—f 1X (jo)|* dw. (2.27b)
0o 271 J-oo
Sprébujmy to wykazaé:
f Ix(t)lzdt:f x(t)x*(t)dtzf x(1) %f X* (o) e 10t dw] dr.  (2.28)

Zmieniajac kolejno$¢é catkowania, otrzymujemy

o0 1 o0
f lx()|*dt = gf X*(jo)

- ifoo X*(jw) X (jo) do = ifoouc('w)lzdw
_271' —00 ) ) B 27 J-o J '

f x(t) e 0! dt] do =

Wz6r Parsevala posiada interpretacje fizyczng. Warto$é catki [ |x(1)[*> d moze by¢
traktowana jako energia zamieniona na ciepto na oporniku 1 Q przy przeptywie pradu
i = x(¢) w nieskonczenie wielkim przedziale czasowym. Zgodnie ze wzorem Parsevala
calka z kwadratu gestosSci widmowej amplitudy réwniez przedstawia energie. Dlatego
moéwi sie o rozkladzie energii w funkcji pulsaciji, a wielko$é | X (jw)|?/ (2m) nazywana jest
gestoécig widmowa energii?.

Symetria dualna

Podobienistwo wzoréw na proste i odwrotne przeksztalcenie Fouriera pocigga za so-
ba dualno$¢ oryginatéw i ich obrazéw. Zilustrujmy to przykladem. ZnajdZmy obraz
dla sygnatu czasowego bedacego pojedynczym impulsem prostokatnym, a nastepnie
znajdzmy oryginal dla pojedynczego impulsu prostokgtnego w dziedzinie czestotliwo-
Sci:

1>

1 dla |t|< Ty, . 2sin(w 1)
x1(8) = X1 (jw) = —— (2.29a)
0 dla T;<]|t w

i t 1 dl < wop,
() = 0D . i) = a lol<w (2.29b)
Tt 0 dla wy<|wl.

>

2 Jezeli catkowanie we wzorze (2.27b) odbywa sie wzgledem czestotliwosci f wyrazonej w hercach, a nie
wzgledem pulsacji w wyrazonej w radianach na sekunde, to pomija si¢ wspéiczynnik 1/(27).
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Odpowiednie pary (oryginat i transformata) przedstawiono na rysunku 2.3. Latwo za-
uwazyC symetrie, jaka wystepuje w tych dwéch przeksztalceniach. Bedzie ona wyste-
powata takze w przypadku innych funkcji. Jezeli tylko weZmiemy jedna funkcje i po-
liczymy jej transformate, a nastepnie oryginal potraktujemy jako obraz i zastosujemy
do niego odwrotne przeksztalcenie, to otrzymane w ten sposéb obraz i oryginal beda
do siebie podobne. Mozemy to zapisa¢ w nastepujacej postaci:

x()=X(jow) = X =2nx(-w). (2.30)

x0T X, (jw) N2T,

wyl X,(jw) 1

t

Rysunek 2.3. Podobiernistwo oryginatléw i obrazéw

Sprzezenie i symetria
Jezeli
x(1) = X(jw), (2.31a)
to
X (0= X" (—jw). (2.31b)

Mozna to w prosty spos6b udowodnié. Obliczajac warto$¢ sprzezona X (jw), otrzymu-
jemy

oo . * 0 .
X* (jw) = f x(t)e‘lmdt] =f x*(r) et dt. (2.32)
—00 —00
Zamieniajac w na —w, uzyskujemy
S8} .
X* (jw) =/ x* (e dr=F{x* (0}, (2.33)
—00

Jesli x(t) jest rzeczywiste i x*(¢) = x(t), to na podstawie dwdch poprzednich wzoréw
latwo pokazac, ze
X(—jw) = X*(jw) oraz X*(-jw)=X(jw). (2.34)

Jezeli przedstawimy X (jw) w postaci

X(jw) = Re{X (jo)} +jIm{X (jw)}, (2.35)
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to korzystajac ze wzoru (2.34) otrzymujemy nastepujace zaleznosci (caly czas zaktada-
my, ze x(f) jest rzeczywiste):

Re{X (jo)} = Re{X (—jw)},

. . (2.36)
Im{X(jw)} = —Im{X(-jw)}.

Ze wzoréw tych wynika takze, ze gesto§¢ widmowa amplitudy jest funkcjg parzysta,
a gesto$¢ widmowa fazy — funkcja nieparzysta. Wynik ten mozna takze otrzymac w in-
ny sposob. Jesli zapiszemy e ! = cos(wt) —jsin(wt), to transformata Fouriera sygnatu
x(t) moze by¢ zapisana w postaci

Fix(0)} = X(jw) = X; (jw) —jX2(jw), (2.37)

gdzie

[e e}
X1 (w) :/ x(t)cos(wt)dt,
% (2.38)
X (jw) :/ x(t)sin(wt)dt.
Widaé, ze funkcja X (jw) jest parzysta, za$ X, (jw) nieparzysta wzgledem w. Zatem latwo
pokazaé, iz gesto§¢ widmowa amplitudy jest funkcja parzysta, a gesto$¢ widmowa fazy
funkcja nieparzystg wzgledem w.
W tabeli 2.1 zebrano niektére wtasnosci transformaty Fouriera. Natomiast w tabe-
li 2.2 znalazly sie wybrane pary transformat. Wyliczenia poszczeg6lnych transformat
Czytelnik moze znaleZ¢ w podrozdziale zawierajacym przyktady.

Tabela 2.1. Wtasnosci transformaty Fouriera

Sygnat aperiodyczny Transformata Fouriera

Wiasnosc¢ %), () X(jw), Y ()
Liniowos$¢ ax(t)+by(t) aX(jw)+bY (jw)
Przesuniecie w czasie x(t—tg) e 12 X (jow)
Przesuniecie w czestotliwoS$ci elwot x(1) Xl[jw—wg)]
- . . dx(1) A
Rézniczkowanie oryginatu T jow X (jw)
t XG
Catkowanie oryginatu f x()d¢ % + 71 X(0)6(w)
—00
. . 1 (i
.Skalowanlle w (?zasw o x(an), a0 —X(]ﬁ
i czestotliwosci (podobienstwo) a \a
o0
Splot f x(t—1)y()dr X(jw) Y (jw)
—00

*° 2 L[ 2
Wz6r Parsevala f [x(n)|“dt= —f X (jw)|” dw
00 27 J—o00
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Tabela 2.2. Wybrane pary transformat

Oryginat Obraz
[es) . [es)
Y ekl 2n Y (- kwo)
k=—oc0 k=—0c0
@0t 276 (w — wg)
cos(wot) [0 (w + wg) + 6 (w — wp)]
sin(wq t) jm[6(w + wo) — 0 (w — wp)]
x()=1 216 (w)
163) 1
1(1) ,i+n5(w)
jw
5(t - to) e 10t
sin(wgt) . wlwyg dla |w|<wg,
SH@o ) X(jw) = 0 0
wot 0 dla |w|>wg
2
s ﬁexp(_w_)
lwol 403
o—loot] 2|wo
w3 +w?

.t 2.4. Gestos¢ widmowa sygnatu na wyjsciu uktadu liniowego

Przedstawiajac wlasno$ci przeksztalcenia Fouriera, pokazano, ze splot dwéch sygna-
16w réwny jest iloczynowi transformat Fouriera tych sygnatéw. Korzystajac z tej wla-
sno$ci, mozemy podaé zwigzek pomiedzy transformatg Fouriera X (jw) sygnatu na wej-
$ciu uktadu liniowego a transformatg Fouriera Y (jw) sygnatu wyj$ciowego. Dany jest
on zaleznoScia

Y(jw) = K(jw) X (jw), (2.39)

gdzie K (jw) = |K (jw)| e/ 8K()] jest charakterystyka czestotliwoéciowa obwodu. Zwiazki
pomiedzy gesto$ciami widmowymi amplitudy i fazy sygnatu wejsciowego i wyjSciowe-
go dane sg wzorami

1Y jw)| = [K(w) X w), (2.40a)
arg[Y (jw)] = arg[K (jw)] + arg[ X (jw)] . (2.40b)

<t 2.5. Przykiady

Przykl'ad 2.7 cccceccceccceascccccesccnscesseesscasensccasceassescseseeassesceesseasesscsaseanssnnss
Znajdz transformate Fouriera delty Diraca.
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Rozwiqgzanie. Korzystajac z definicji prostego przeksztalcenia Fouriera, otrzymujemy

g{é(t)}:f S(He@tdr=1. °

Przyklad 2.2 ceecscccscccccssstsscsscessctssssscesscssssssstssctsstsscesscssscsssessctsscssttssnie
Znajdz transformate Fouriera sygnalu jednostkowego

0, gdy -oo<t<0,
1(5) = gdy —oo
1, gdy oo>t>0.

Rozwiqgzanie. Niestety, w przypadku tej funkcji nie mozemy skorzysta¢ z twierdzenia
o obrazie pochodnej, gdyz nie spelnia ona zatozenn. Wykorzystamy natomiast twier-
dzenie o obrazie calki. Skok jednostkowy moze by¢ przedstawiony jako catka z delty
Diraca, tj. 1(¢) = ffooﬁ (©)d¢. W efekcie otrzymujemy

9{x(t)}=;+n6(w). ()
jw

Przyk}ad 2.3 ccececccsccccccsccsscssccssctsscsscesscessccsstsstssciscesscesscsssesscssecssttssnie
Znajdz oryginal X (jw) = 6 (w).

Rozwigzanie. Korzystajac z definicji odwrotnego przeksztatcenia Fouriera, otrzymu-
jemy
1 [ ‘ot 1
x()=— S e dw=—.
27 J-co 27
Dzieki temu wynikowi mozemy zapisa¢, jak wyglada transformata Fouriera warto$ci

stalej:
F{l}=2n6(w). [ )

Przyk}ad Dl seresccccnaccrencrssnssennssssessscrassessneseressrsonsseressscosassresnresrestreorse
Znajdz transformate Fouriera sygnalu okresowego x(f) majacego rozwiniecie w wy-
ktadniczy szereg Fouriera.

Rozwiqgzanie. Sygnal x(t) posiada rozwiniecie w szereg Fouriera, zatem
x .
x(t) = Z Ck e]kwot )
k=-00

Znajdzmy transformate Fouriera tego sygnatu. Skorzystamy w tym przypadku z twier-
dzenia o przesunieciu obrazu®:

Fixy=F{ ), ckefjk‘”ot}: Y 2merb(w—kwo). e

k=—00 k=—00

3 Chodzi tu o przesuniecie obrazu funkcji w dziedzinie czestotliwosci.
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Y - PP PP
Znajdz transformate Fouriera funkcji x(#) = cos(wo?).

Rozwigzanie. Zapiszmy funkcje x(f), korzystajac ze wzoréw Eulera:

e Jool 4 glwot

—

Korzystajac teraz z twierdzenia o przesunieciu obrazu i wzoru na transformate wartoS$ci
statej, otrzymujemy koficowy wzor:

x(t) =cos(wgt) =

F{cos(wot)} =md(w +wp) + T (W —wp) .

W tym miejscu warto przeanalizowac, jak wyglada gesto$¢ widmowa funkcji typu y(¢) =
x(t) cos(wot), w przypadku gdy znamy obraz funkcji x(z). Latwo pokaza¢, korzystajac
z twierdzenia o przesunieciu obrazu, ze jezeli

Fx(0} = X(o),

to
t ; t) 1 1
Fly) = g{%) e_]w°t+%) e"”‘)t} = 5X[j(w+wo)] + EX[j(a) - wo)].
Wiecej informacji na ten temat mozna znaleZz¢ w rozdziale poSwieconym modulacji.
[
Przyklad DB ceccccccccccctscccsccssctssccsccssctsscesetcscttsssisccsscesstsssssctsecsstsscessniee

Znajdz transformate Fouriera funkcji x(#) = sin(wq?).
Rozwigzanie. Zapiszmy funkcje x(¢) w innej postaci:
. ejwol_e—iwot
x(t) =sin(wgt) = ————
2j
Korzystajac teraz z twierdzenia o przesunieciu obrazu i wzoru na transformate wartoS$ci
statej, otrzymujemy koficowy wzor:

F{sin(wo 1)} = 1jd(w + wg) — M6 (w — wy) .

Przykl'ad 2.7 ccccecccceccenstcccanccenscesceesssaseesceascenssessnseenscesceesseassesesascnnssenss
Znajdz oryginal dla X (jw) danego wzorem

X(jo) = = [1(+ o) — 1 (@ —wp)] .
wo

Rozwigzanie. Korzystajac z definicji odwrotnego przeksztalcenia Fouriera, otrzymu-
jemy

1 [@ gel? 1 .9 2jsin(wet) sin(wot
x(t) = — dw = — oot _4 .(0): (wot)
27w J-w, Wo 2jtwo —wo 2jwot wot
Zatem n(wo )
sin(w
x(f) = ——2= o

wol
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Przyk}ad .8 cccrcecctctcctcecctstectsnecrsssctssestscsestestsesctstactsrecesssctsesstssssesnsstsnes
Znajdz transformate Fouriera sygnatu przedstawionego na rysunku 2.4.

o]

—a -b b a t

Rysunek 2.4. Sygnal x(¢) z przyktadu 2.8

Rozwigzanie. Mozna oczywiScie znaleZ¢ obraz zadanej funkcji, korzystajac ze wzoru
definiujacego to przeksztatcenie. Sprébujmy jednak utatwié¢ sobie troche dojscie do
rozwigzania, wykorzystujac twierdzenie o obrazie zr6zniczkowanej funkcji. Zréznicz-
kujmy dwukrotnie funkcje x(#). Zabieg ten zostat zilustrowany na rysunkach 2.5 i 2.6.
Druga pochodna sktada sie z czterech impulséw Diraca. W prosty spos6b mozemy
znalez¢ obraz drugiej pochodne;j.

F{x(1)} = %9«“{6(“ a)-6(t+b)-6(t-b)+6(t—a)}

= 4 ()07 — b _gj0b 4 g-jway — [cos(wa) — cos(wb)] .
a-b a-b
Al(a—b) ()
b a t
R
—Ala—b)

Rysunek 2.5. Pierwsza pochodna sygnatu x(t) z przyktadu 2.8

Al(a—b) 55(0[ Ala—Db)
[ |
—a l l a t
—Al(a—b) —A/(a—Db)

Rysunek 2.6. Druga pochodna sygnatu x(t) z przyktadu 2.8

Pamietajac, ze
FLE(D} = (W) Fix(D)},

otrzymujemy

[cos(wa) —cos(wb)]. o

F{ (l‘)}_—i A
= w?2a-b
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Przyk}ad T T
Znajdz transformate Fouriera sygnatu x(t) przedstawionego na rysunku 2.7.

x4

—€ |0 €
Rysunek 2.7. Sygnal x(¢) z przyktadu 2.9

Rozwiqgzanie. Zr6zniczkujmy dwukrotnie funkcje x(¢#). Zabieg ten zostat zilustrowany
na rysunku 2.8. Druga pochodna sklada sie z trzech impulséw Diraca. W prosty sposé6b
mozemy znaleZ¢ obraz drugiej pochodne;j:

Fx(0)} = ?9{5(” €)-26(1)+6(r—¢e)}

A : 2A 4A
= = (e -2+e7) = —[cos(we) - 1] = ——sinz(w—g).
£ € £ 2
Ale i) ()
Al e Ale
€ ¢ t
—& —€ €
—24/¢Y
—Ale

Rysunek 2.8. Pierwsza i druga pochodna sygnatu x(t) z przyktadu 2.9

Pamietajac, ze
F1ED} = () F(x(1)},

otrzymujemy

Przyklad 2. 10 cocevccescceccccccccscscssssssccssscssscsssscsssscsssssssscssscssscssscssscssssssscssse
Oblicz oryginalny sygnal x(#), ktérego widmo przedstawione jest na rysunku 2.9.

Rozwiqgzanie. Korzystajac z definicji odwrotnego przeksztalcenia Fouriera, mozemy
zapisaé
1 [ ;
x(n) = —f X(jw) " dw =
21 J-o

1 0 #n1 : 1 2471 )
=— A+ w) e dw+ — L (2A-w) " dw.
2w J2a A2A 2nJo A2A
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X(jw)| 7/ A4

—24 |0 24 W

Rysunek 2.9. Widmo sygnatu x(#) z przyktadu 2.10

Obliczmy warto$¢ pierwszej catki:

1 [0 ;
L=—5 2A+w) e do =
1= —2A( w) w
0 0 0
=L{[?_Aeiwr @ gor] L gor }zL 24 1 g i
442 ([ jt 24 LJt 2 L2 —2a)  4A%| gt 2
oraz drugiej:
1 2A ot
IZ:W]; (ZA—(U)B dw =
—L{ %eiwf 2A+ T ot “ lel'wf ZA}—L ﬂ_i(eizl“f_l)]
a2 )G ; 2 T a2 2 :
4 A Jt 0 Jt 0 t 0 4A Jt t
W efekcie otrzymujemy
1 . .
x(O=h+h=—"1-e 4 +1-e4)= 1-cos(2A0)] =
O=h+1D 4(At)2( ) 2(At)2[ (2A1)]
= 500 [sin®(Af) + cos® (A) — cos®(At) +sin® (Ar)].
Zatem
sin?(At) sin(At) 2
x(1) = = . ]
(Ar)? At
Przyk}ad 2,171 socvvocncecscesscesssessvecsveccsssssssecasssaserasssasenssenssonasoraseraserssensse

Okresli¢ pulsacje graniczng idealnego filtru dolnoprzepustowego o wzmocnieniu w pa-
$§mie przepuszczania réwnym 2, jezeli wiadomo, ze po pobudzeniu sygnatem

500sin?(500¢)
x()=—F——"—-
(5001)2

energia sygnalu na wejsciu i wyjsciu filtru jest taka sama.

Rozwiqgzanie. Na rysunku 2.10 przedstawiono gesto$¢ widmowa sygnalu na wejsciu
filtru X (w), wyjsciu Y (w) oraz charakterystyke czestotliwo$ciowq filtru K(w). Obliczmy
energie sygnatu na wejsciu filtru. Zgodnie ze wzorem Parsevala mozemy zapisaé

+00 1 +00
Ex:f |x(0)?det = —f X (w)*dw.
_ 27 J-0o

(0.0}
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K(w) q X (w) 57 % Y(w)
~ N\
// 2 \\

—1000 —w, 0 w, 1000 & —w, 0 w, W

Rysunek 2.10. Gestosci widmowe X(w) i Y(w) oraz charakterystyka czestotliwo$ciowa filtru
K(w)

W naszym przypadku

1 0 W 2 1 1000 ) 2
E,=— [n(1+—)] dw+— [n(l——)] dw =
27 J-1000 1000 21 Jo 1000

0 w \? 0w 1wd]° 7103
=7 1+ — | do=n|lw+—7+-—— = .
—1000 1000 ].03 3 ].06 —1000 3
Energia sygnatu na wyjsciu filtru dana jest wzorem
1, (0 o \]? 0w 10°]° wy 1w
Ey:—zf 21 1+—) do=4m|o+—+-—| = n(wg——+——).
27 ~wg 1000 103 3108 —wg 103 3108
Zgodnie z warunkami zadania Ey = Ey, zatem
2 3
wg 1 wg _ 1 3
wg T3 + 2716 19 1
10 310 12
Rozwigzujac to réwnanie, otrzymujemy
wg =91,4rad/s. ()

Przyk}ad 2.T2 cececccetccosccossccosccescccsscossscssscosscessscesssesssessscssscssscsscesssesssessse
Znajdz transformate Fouriera sygnatu

x@=e"  a>o0.

Rozwigzanie. Zgodnie z definicja prostego przeksztalcenia Fouriera mozemy zapisac
oo . 0 . o .
X(jw) =f e g0l 4y =f el eIt dt+f e e 0 dy,
—00 —00 0

Zatem

1 1 2a

—t(a+jw) — + —
0 a—jow a+jo a®+w?

1 ‘
X (jw) = —— @)
a w

Przykl'ad .13 ccccccccccocccecccccsscccscccssensscsscesseesscessceasceassassensessscssscsasstases
Wyznacz gesto§¢ widmowa impulsu prostokatnego przedstawionego na rysunku 2.11:

f)=A[l(t+¢e)-1(t—¢)].
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S| 4 A8t + ©) (0

&

—€ e ¢ —€ ' ¢ t
—Aé(t—¢)

Rysunek 2.11. Sygnal f(¢) z przykladu 2.13 oraz jego pierwsza pochodna

Rozwiqzanie. Korzystajac z twierdzenia o transformacie funkcji przesunietej w czasie,
znajdujemy transformate Fouriera f(¢):

F{f ()} = AIFB(t+)} - FO(t—e)}] = A —e ).

Réwnoczesnie na podstawie twierdzenia o transformacie pochodnej funkcji czasowej
mamy
F{f()} =joF(w).

Wobec tego ' .
jw F(w) = A& —e™%),

W efekcie otrzymujemy

2A(e/VE—eIU8) 24 |
Flw)= ——— = —ssin(we). (]
2jw w

Przyk}ad Ry 1
Sygnat x(f) = (1)~ ! sin(100¢) podano na dwa polaczone kaskadowo filtry, ktérych cha-
rakterystyki amplitudowe przedstawiono na rysunku 2.12, przy czym filtry te nie ob-
ciazaja sie wzajemnie. Oblicz energie sygnatu y(f) na wyjsciu uktadu.

K, (w) Ky (w)

v ﬁ 1 —+
20 60 -100 -60  -20

Rysunek 2.12. Charakterystyki amplitudowe filtréw z przyktadu 2.14

-1000 60 -20 100 w 20 60 100 w

Rozwiqgzanie. Na rysunku 2.13 przedstawiono gestosSci widmowe sygnaléw na wejsciu
i wyjs$ciu uktadu. Korzystajac ze wzoru Parsevala oraz uwzgledniajgc symetrie gestoSci
widmowej sygnatu na wyjsciu uktadu, mozemy obliczy¢ szukang energie:

1 [40(w—-20)2 1 20 w)? 80
Ey=8 dw =

— — —| do=—.
27 J20 20 2mwJo \20 3
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X(w) Y(w)

-100 100 w -100 -60  -20 20 60 100 4

Rysunek 2.13. Gestosci widmowe sygnaléw wejsciowego i wyjSciowego w przyktadzie 2.14

Przyk}ad 2,15 cccccccecceccceecccesscesscnnssencsescsenseeaseenseeasseasseasesaseessctasctassases

Sygnat
sin(wqt)
x(1) = Acos(Qt) ———,
wot
gdzie 2 =300rad/s, w = 100rad/s, A =200, podano na wejécie idealnego filtru gérno-

przepustowego o wzmocnieniu w pas§mie przepuszczania réwnym 2.

* Oblicz i narysuj gesto$¢ widmowa sygnatu x ().
* Wyznacz pulsacje graniczng filtru, jezeli wiadomo, Ze energia sygnatu y(f) na
wyjsciu filtru stanowi 25% energii sygnatu wejsciowego.

Rozwigzanie. Gesto$¢ widmowa sygnatu x(f) przedstawiono na rysunku 2.14. Wyzna-
czono ja jako gesto$¢ widmowa sygnatu cos(Qt), zmodulowanego sygnatem Sa(wg)?.
Analitycznie moze by¢ ona zapisana w postaci

X (jow) = w[1(w +400) — 1(w +200) + 1 (w — 200) — 1 (w — 400)].
X(w)
27 FlSa(wyt)]

O mmmmmm

-400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 w

Rysunek 2.14. Gesto$¢ widmowa sygnatu x(#) z przyktadu 2.15

Energie sygnatu x(¢), zgodnie ze wzorem Parsevala, mozemy obliczy¢:
~200 400 400

(m)?%dw + i (m)?dw = lf (1)% dw = 2007
2 T J2

E,=—
27 J-400 7 J200 00

Natomiast energia sygnatu y(f) wynosi
1 [400
Ey= —f 2m)? dw = 47(400 — wy) .
b/ g_)g

4 Sa(wgt) = (wo )~ sin(wo ).
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Zgodnie z warunkami zadania E, = 0,25E,, zatem
47 (400 — wg) = 0,25-2007
Rozwigzujac to réwnanie, otrzymujemy

wg =387,5rad/s [ ]
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