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Ksigzka prezentuje algorytmy umozliwiajace komputerowe symulowanie rozmaitych
procesow fizycznych. Po przedstawieniu metody réznicowej rozwiazywania
zwyczajnych réwnan rdzniczkowych, Autor pokazuje, w jaki sposob zastosow¢ ja przy
rozwigzywaniu konkretnych probleméw fizycznych.
Opisano miedzy innymi:

* Symulowanie zjawisk mechaniki klasycznej w oparciu o prawa dynamiki Newtona

* Rozwigzanie numeryczne réwnania falowego

e Symulacje dynamiki cieczy niescisliwej

* Rozwiazanie numeryczne réwnania Schrodingera
»oymulacje komputerowe w fizyce” to ksiazka, ktdra powinni zainteresowac sie nie
tylko fizycy: niektore przedstawione tu algorytmy znajduja zastosowanie w aplikacjach
CAD/CAM, a nawet przy tworzeniu gier komputerowych.
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Rozdziat 5.
Rownanie Schrodingera

Mechanika kwantowa jest bardzo zaawansowang dziedzing fizyki wspodtczesnej. Jej
zrozumienie jest zadaniem na lata i czytelnik raczej nie znajdzie tu systematycznego
wyktadu z tej dziedziny. Postaramy si¢ natomiast przedstawi¢ kompletne rozwiazanie
numeryczne réwnania Schrodingera', ktorego interpretacje fizyczna i analize znajdzie
czytelnik w wyktadach z mechaniki kwantowej w pracach [18], [19], [20] czy [21].
W literaturze tematu, oprocz swietnej pozycji [19], raczej trudno znalez¢ ciekawe wizu-
alizacje efektow kwantowych. Rozwiazania zagadnien mechaniki kwantowej sg trudne
do wyobrazenia i sprzeczne z nasza intuicja. Zazwyczaj autorzy pozycji traktujacych
o MK poprzestaja na ogromne;j ilosci wzorow, ktorych pigkno samo w sobie dostrzec
mozna dopiero po latach wyt¢zonej pracy. W tym rozdziale postaramy si¢ przedstawi¢
graficznie rozwigzania numeryczne réwnania Schrédingera w jednym i dwdoch wymia-
rach przestrzennych. Jak si¢ okaze, numeryczne rozwiazywanie zagadnien mechaniki
kwantowej nie jest niczym strasznym, a rezultaty sa niesamowite i pigkne. Wizualizacja
rozwiazan bedzie analogiczna do wizualizacji rozwiazan z rozdziatu trzeciego; wszak
rozwiazaniem naszym jest tez fala...

5.1. Funkcja falowa — wektor stanu

uktadu kwantowego

Aby rozpoczaé¢ rozwazania na temat rozwigzania numerycznego rownania Schrédingera,
musimy poznaé niezb¢dne minimum wiedzy na jego temat, czyli okresli¢, czego tak
naprawde¢ szukamy. Jakich rozwiazan mamy si¢ spodziewaé? Jaka interpretacje fizycz-
ng majg rozwiagzania tego rownania?

Odpowiedz na te pytania jest w zasadzie prosta, lecz interpretacja jej rozwigzan — juz nie.
Zagadnienie funkcji falowej w mechanice kwantowej ma bezposredni zwiazek z po-
jeciem prawdopodobienistwa’. Wezmy pojedyncza czastke — elektron. W przypadku

''Na ptycie CD zostata uzyta pisownia nazwiska w formie Schroedinger.

2 Zaktadamy, ze pojecie prawdopodobienstwa nie jest czytelnikowi obce.
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klasycznym opisujemy go, podajac jego potozenie i ped. W przypadku kwantowym
— stan elektronu opisuje funkcja falowa zwana tez czgsto wektorem stanu. W takim
razie nawet najprostszy uktad, jakim jest pojedynczy elektron, musi mie¢ odpowiadajaca
mu funkcje¢ falowa W . Skoro tak, to jaka jest funkcja falowa poruszajacego si¢ elek-
tronu? Czy jest to po prostu punkt w plaszczyznie dwuwymiarowe;j, ktory porusza si¢
w okreslonym kierunku??

I tu pojawia si¢ problem zwany nieoznaczonoscia Heisenberga. Niestety — nawet dla po-
jedynczej czastki kwantowej nie mozemy jednoznacznie okresli¢ jednoczesnie jej potoze-
nia i pedu. W takim razie funkcja falowa (zwana tez wektorem w przestrzeni Hilberta sta-
nu uktadu kwantowego) musi by¢ ,,rozmyta” w przestrzeni. Funkcja falowa okresla nam
prawdopodobienstwo znalezienia elektronu w danym miejscu przestrzeni. Rozwiazujac
réwnanie Schrédingera zalezne od czasu, dla kazdego kroku czasowego otrzymamy roz-
ktad prawdopodobienstwa znalezienia czasteczki w konkretnym miejscu w przestrzeni.
Doskonale widoczne bedzie tez rozmywanie w czasie stanu uktadu, tak ze wreszcie wska-
zanie ,,gdzie znajduje si¢ elektron w danym momencie” nie bedzie mozliwe.

5.2. Ewolucja w czasie stanu

uktadu kwantowego

Chcieliby$my wprowadzi¢ kilka standardowych poje¢ wystepujacych w mechanice
kwantowej. Mamy nadziejg¢, ze czytelnik nie zrazi si¢ do tego, bo w gruncie rzeczy
zostanie poprowadzony za r¢ke i nie powinien mie¢ problemdéw ze zrozumieniem tekstu.
Wazna jest znajomo$¢ pewnych podstaw matematycznych (réwnanie czastkowe, dzia-
fania na liczbach zespolonych). Warto tez, aby czytelnik zajrzat do wspomnianej we
wstepie literatury tematu.

Interesujacym nas zagadnieniem jest ewolucja stanu uktadu kwantowego. Ewolucja
W czasie opisywana jest przez rdwnanie réozniczkowe czastkowe drugiego rzedu zwane
réwnaniem Schrodingera z czasem:

nOE0) HY(7.1)
o

.1

gdzie odpowiednio:
h . .
h= g jest stata Plancka dzielong przez 27,
Vs

‘P(f N ) jest wektorem (przestrzeni Hilberta) stanu uktadu kwantowego,

3 Caly czas mowié bedziemy o reprezentacji potozeniowej funkcji falowej; z innymi reprezentacjami
stanu uktadéw kwantowych czytelnik moze zapoznac si¢ we wspomnianej literaturze.
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H jest hamiltonianem kwantowym uktadu (operatorem Hamiltona),

i oznacza czg¢$¢ urojona liczby zespolonej (tu — czg$¢ urojong rownania).

Naszym zadaniem jest znalez¢é ewolucje wektora stanu ‘P(l‘”’ , ) Aby to zrobi¢, nalezy
przede wszystkim rozwina¢ hamiltonian do postaci jawnej. Dla swobodnej paczki falowe;j
reprezentujacej np. swobodny elektron hamiltonian zapisujemy w postaci:

52 (5.2)
H=——V>+V(F)
2m

gdzie
— ﬁvz
2m

jest kwantowym operatorem pedu, a V(?’ ) okresla niezalezny od czasu potencjat.
Tak zdefiniowany hamiltonian, po podstawieniu do réwnania (5.1) i wprowadzeniu
specjalnych jednostek, dla ktorych 7 =1 i m=1/2, sprowadza réwnanie (5.1) do postaci*:

P (e B

Dla wprowadzonych jednostek ogoélna posta¢ rozwigzania rownania (5.3) jest znana:
Y(7.1)=e""¥(7,0) (5.4)

gdzie wyraz e M nazywa si¢ operatorem ewolucji czasowej, a wektor ‘P(?’ ,0) okresla
stan poczatkowy uktadu w chwili /=0. Oznacza to, ze dla zadanego stanu poczatkowego
mozemy wyznaczy¢ stan uktadu w dowolnej chwili £>0, korzystajac z operatora ewolu-
cji czasowe;.

5.3. Dyskretna postaé¢
operatora ewolucji w czasie

Zadanie nasze w praktyce sprowadzi si¢ do przyblizenia rdznicowego operatora ewolucji
czasowej oraz rozwiazania tak zadanego réwnania rézniczkowego. Dyskretna postac
tego operatora nadajaca si¢ do rozwiazania réznicowego nosi nazwe postaci Caleya:
i 1—iHAt/2 (5:5)
e r ————
1+iHAt/2

* Patrz pozycja [9], strona 851. Postgpujemy tak jedynie dla uproszczenia rOwnania Schrodingera,
ktére mozna byloby rozwiazywac wraz z wszystkimi statymi. Podejscie takie stosuje si¢ czgsto
w celu uproszczenia formy zapisu rownan opisujacych zjawiska fizyczne.
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Jest to przyblizenie funkcji exp do wyrazu Af* whacznie. Tak zdefiniowany operator
roznicowy jest unitarny, czyli zachowuje norme’ funkcji falowej. Jak przedstawiono
w pracy [18], operator ewolucji czasowej po podstawieniu hamiltonianu rozbi¢ mozna
na dwa wyrazy®:

—i —i(=V2+V —i(=V2At) —i
e iHAt —e i( +V)At —e i( At)e VAt

z ktorych pierwszy wyraz zostanie przyblizony schematem (5.5). W takim uktadzie
otrzymujemy kompletng reprezentacj¢ roznicowa operatora ewolucji czasowej, ktora
zastosujemy w rownaniu (5.4):

1+i(At/2)V? (5.6)

¥(F,1)= a2y e "M (7,0)

Posta¢ t¢ wykorzystamy bezposrednio w tej formie w rozwiazaniu réznicowym row-
nania Schrédingera.

5.4. Schemat rozwigzania

roznicowego
Réwnanie (5.6) rozwiazemy metoda iteracyjna Jacobiego, zaczynajac od postaci’:

FGs (1 - i(Af/Z)Vz ) ]J )

(5.7)

Réwnanie to jest tylko inaczej zapisanym (5.6) — wprowadzmy dla wygody nowe
oznaczenie:

) _ 2. e—iVAtl_P(};’t) (5.8)
1-i(At/2)V?

Rownanie (5.7) przyjmie teraz bardziej zwarta forme:

Wi+ A1) =W —e "™ W(F 1) (5.9)

> O normie funkcji falowej powiemy wigcej przy interpretacji otrzymanych rozwiazan, na razie czytelnik
powinien wiedzie¢, ze zachowanie normy funkcji falowe;j jest niezbedne do otrzymania dobrych
(fizycznych) rozwiazan.

We wzorach réznicowych nie bedziemy juz wpisywac jawnie zaleznosci funkcji od zmiennych.

7 Metodg te zaproponowat dr G. Jastrzebski w pozycji [18].
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Naszym zadaniem jest rozwiazanie zagadnienia dla nieznanej funkcji W’ zdefiniowa-
nej wzorem (5.8). Bezposrednio z (5.8) rozwiazanie na funkcje W’ zapisujemy wzorem
iteracyjnym®:

(5.10)

\P?

n+l =

2. "NY(F ) +i- AtV

gdzie operator V* przyblizamy odpowiednio wzorem pigcio- lub dziewigciopunktowym,
w zaleznosci od rozmiaréw siatki w poziomie i w pionie’. Indeks dolny n/n+1 oznacza
w tym kontek$cie przynaleznos$¢ do kroku iteracyjnego. Za warunek startowy iteracji
przyjmujemy'® W, = 0. Ilo$¢ iteracji ma bezposredni wpltyw z jednej strony na czas
rozwiazania, z drugiej — na jego doktadnos¢.

5.5. Stan poczatkowy ukiadu

W prezentowanym programie jako warunek poczatkowy wybrali$my zgodnie z su-
gestia w [4] dobrze okreslony fizycznie stan gaussowski unormowany, ktory zapisaé
mozemy wzorem:

Y(x,y,t) = Ne(—(x—pX)Q—(y—py)A2—i/ﬂf) (5.11)

gdzie N jest stata normalizacyjna dla tego stanu. Tak zapisany stan uktadu wyznacza
gaussian o wektorze falowym £.

5.6. Implementacja

Teoretyczne wyprowadzenie schematu rozwigzania rdwnania (5.1) byto niezbedne i choé¢
w tym momencie moze wydawac si¢ dosy¢ skomplikowane, to majac tak wprowadzona
teorig, sprowadzamy implementacj¢ do zastosowania kilku podstawowych zasad. Chodzi
gtéwnie o operacje na liczbach zespolonych oraz zastosowanie siatki réznicowej do
reprezentacji stanu uktadu kwantowego. Siatke réznicowa potrafimy juz dobrze okresli¢
(rozdzialy 3., 4.). W tym przypadku na siatce réznicowej umieszczamy w centrum warto-
$ci funkcji falowej W okreslajacej stan uktadu kwantowego. Réznica w stosunku do
przedstawionych w poprzednich rozdziatach siatek roznicowych bedzie to, iz siatka w
naszym przypadku bedzie zespolona. Do stworzenia siatki uzyjemy konstrukcji complex
z biblioteki standardowej'' C++. Deklaracja siatki réznicowej o danych zespolonych,
wielkosci NX na NY, reprezentujacej funkcje¢ falowa psi, przyjmie nastgpujaca postac:

complex<double> psi[NXJ[NY];

8 Patrz pozycje [18], [11].
’ Zagadnienia przyblizania operatora Laplace’a na siatkach réznicowych byly juz dyskutowane w rozdziale 3.
10 Taki start iteracji zaproponowany zostat w pozycji [11].

1 Uzycie gotowego szablonu dla danych zespolonych bardzo uprosci kod programu.
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Zapisany w nawiasach trojkatnych typ danych okresla, jak zapisane beda odpowiednio
cze$¢ rzeczywista i czg$¢ urojona liczby zespolonej. Uzycie standardowego typu danych
pozwoli nam korzysta¢ z whasnosci liczb zespolonych bez wprowadzania dodatkowych
definicji metod i operatorow'?.

Wizualizacja danych przebiega¢ bedzie analogicznie do tej znanej juz z réwnania falo-
wego. Dla kazdego kroku czasowego'” rysujemy rozktad funkcji W wychylen w trzech
wymiarach przestrzennych. Zagadnieniem wizualizacji nie bedziemy si¢ wigc blizej
zajmowac, bo bylo to juz omawiane w rozdziale 3.

5.6.1. Algorytm programu

Dalej w znanej juz formie diagramu przedstawiamy na rysunku 5.1 propozycj¢ sche-
matu ogdlnego dziatania programu rozwiazujacego numerycznie rownanie Schrod-
ingera. Algorytm nie jest zbyt ztozony i jak si¢ okaze, przetozenie kolejnych punktéw
na kod programu nie stanowi wigkszego problemu, szczegdlnie jesli wykorzystujemy
dobrze napisang klas¢ liczb zespolonych (a taka niewatpliwie jest klasa z biblioteki
standardowej C++).

W przedstawionym algorytmie zapisaliSmy w nawiasach rdwnania, z ktérych bedziemy
korzystaé przy kolejnych czgsciach kroku czasowego. Jak wida¢, zagadnienie spro-
wadza si¢ do zastosowania tylko trzech wzoréw, ktore wyprowadziliSmy wczesniej.

5.6.2. Konstrukcja stanu poczatkowego

Zgodnie z wzorem (5.11) konstruujemy stan poczatkowy, wpisujac odpowiednie warto-
sci funkcji W w siatke roznicowa. Niech stan poczatkowy wyznaczy paczka falowa o sze-
rokosci (double) SPaczki, w pozycji (int) px, py na siatce. Korzystajac z tego, ze
istnieje w bibliotece standardowej funkcja exp(class complex<T>), wyliczenie funkcji
exp we wzorze (5.11) nie jest trudne i sprowadza si¢ do kilku wierszy kodu w C++.

Korzystamy bezposrednio ze wzoru (5.11), pamigtajac o wspotczynniku normalizacyj-
nym (tu — SPaczki*2):

double exp_wl,exp_wZ;
for(j=0; J<NY; j++)
{
exp_wl=pow(j-SPaczki-py,2); // pierwsza cze$¢ wyktadnika ze wzoru (5.11)
for(i=0;i<NX;i++)
{
exp_w2=pow(i-SPaczki-px,2); // druga cze$¢ wyktadnika
exp_w2=(-exp_wl-exp w2)/pow(SPaczki,2); // suma 1 normowanie
psi t[110J] = exp(complex<double>(exp w2,1));

12 Zaktadamy, ze czytelnik zna pojecie liczby zespolone;.

13 Przypominamy, ze w rozdziale tym zajmujemy si¢ tylko przypadkiem dwuwymiarowym.
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Rysunek 5.1. Ustal warunki poczatkowe,
Algorytm inicjuj tablice oraz stafe.
dzialania programu
Schriodinger '
sunek znajduje si
y(z?;p[ycie CDJ) vese Wyznacz stan
poczatkowy y(11)

A 4

Wyznacz ¥y’ procedurg
iteracyjng Jacobiego (10).

Wyznacz ykorzystajac z (9)

A 4

Warunki brzegowe tak

A 4

Wizualizuj dane.

Rozwigzanie nadal
interesujace?

nie

Widaé, ze przedstawiony schemat konstrukcji stanu poczatkowego nie jest ztozony.
Duzym utatwieniem byto tu wykorzystanie standardowe;j biblioteki C++ i funkcji exp()
zdefiniowanej dla klasy liczb zespolonych. Na rysunku 5.2 przedstawiamy stan poczat-
kowy przyktadowej paczki falowe;.

Rysunek 5.2 przedstawia stan okreslony parametrami:

SPaczki=NX/10; // szeroko$¢ paczki
px = 4; // pozycja x
py = 30; // pozycja y

gdzie NX oznacza liczb¢ komdrek na siatce w kierunku osi X (w tym konkretnym przy-
padku — 70).
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Rysunek 5.2.
Przykladowy stan
poczatkowy uktadu
(rysunek znajduje sie
na plycie CD)

5.6.3. Petla obliczeniowa

Zgodnie z algorytmem z rysunku 5.1 petlg obliczeniowa zaczynamy od wyznaczenia
. . .. ?
nieznanej funkcji ¥ .

W osobnej tablicy **F1ag przechowywa¢ bedziemy informacje o potencjale w przestrzeni.
Przy zalozeniu, ze potencjatl moze by¢ albo zerowy, albo mie¢ stala warto$¢ niezalezna
od czasu, wystarczy pamietaé flagi — czy potencjat jest zerowy, czy tez wynosi e " .
Zatézmy, ze w pierwszym kroku algorytmu komorki, w ktorych wyrézniliSmy poten-
cjat, maja ustawiong flage C_BND. Ustawiona flaga C BND w danej komorce oznacza,
ze w tym miejscu potencjat jest niezerowy. Oznacza to, ze wyraz exp(-v*dt) jest staty
w trakcie dziatania symulacji, dlatego mozemy wyliczy¢ go wezesniej i uzywaé bez
dokonywania powtornych obliczefi. Wyznaczmy zatem zespolona liczbe e :
exp_vdt=exp(complex<double>(0,-DT*v));

Dzialanie operatora e "
exp_vdt.

sprowadzi si¢ w naszym przypadku do wymnozenia przez

Schemat (5.10) podzielimy na dwie czesci. Najpierw wymnozmy komoérki odpowiednio
przez 2, jesli komdrka ma potencjat réwny 0, lub przez wyliczona (i podwojona) wcze-
$niej wartos¢ 2*exp_vdt, jesli komorka jest typu C_BND (potencjal niezerowy). Zadanie
to realizuje podany kod', w ktérym stosujemy oznaczenia:

psi_t=Y

psi = y’

for(i=1;i<NX-1;i++)
for(j=1;j<NY-1;j++)
if(Flagli][j] & C_BND) /v =07
psi_t[11[j1=((double)2*exp vdt)*psi t[i1[J];
else
psi_t[i1[j]=(double)2*psi t[i][j];

' Jawna konwersja zwyktych liczb na typ double spowodowana jest istnieniem przecigzonych
operatoréw tylko dla liczb, przez ktdre sparametryzowany zostat typ complex.
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Kolejnym krokiem jest wlasciwa procedura iteracyjna, ktora dzigki wezesniejszemu
wymnozeniu funkcji psi_t przez odpowiednie state staje si¢ o wiele prostsza. Proce-
dure t¢ wykonujemy I1oscIteracji razy — kazda iteracj¢ dwukrotnie, raz zwigkszajac,
raz zmniejszajac indeksy tablicy'’:

for(1=1;1<ITosclteracji;1++)

for(i=1;i<NX-1;1++)
for(j=1;j<NY-1;j++)

{
Tapl = (psili+11[j1+psili-11031+psiliILJ-11+psili1[j+1]-
w (doubTe)4*psili1li]);
psili][j] = psi_tLi1[J] + (double)DT *c_i * Tapl;

}

for(i=NX-1;i>1;i--)
for(j=NY-1;3>1;j--)
Tapl = (psili+11031+psili-11031+psiliI[j-11+psiliILj+1]-
w (double)4*psi[illjl);
psili][j] = psi tLi1[J] + (double)DT *c_i * Tapl;

}

Uwazny czytelnik na pewno zauwazyl, ze do przyblizenia operatora Laplace’a uzyliSmy
wzoru pigciopunktowego, wprowadzonego juz w rozdziale 3. W omdwionej procedurze
iteracyjnej zastosowaliSmy rowniez oznaczenie c_1i dla urojonego i jako:

complex<double> ¢ i(0,1); // po prostu i

Dzigki wprowadzeniu urojonego i moglismy bezposrednio we wzorze (5.10) wykonaé
mnozenie'® ;- Ar-V2¥!.

Kolejna czescia kroku czasowego jest bezposrednie wyznaczenie rozktadu funkcji falo-
wej W, czego dokonujemy za pomoca prostego schematu (5.9), pamigtajac o podzie-
leniu psi_t przez 2, przez ktore zostato pomnozone przed pierwsza iteracja:
for(i=1;i<NX-1;i++)
for(j=1;J<NY-1;j++)
psi_tli1031=psili1[J] - psi_t[11[j]1/(double)2;

Ostatni krok przedstawionego algorytmu, ktérym si¢ zajmiemy, to warunki brzegowe
rozwiazania. Dla naszych potrzeb prostych stanow poczatkowych uktadu zatézmy ze-
rowanie funkcji falowej na brzegach, czemu odpowiada prosta petla zerujaca:
for(i=0;i<NX;i++)
psi t[i1100]=psi_t[i][NY]=complex<double>(0,0);
for(j=0; J<NY;j++)
psi t[01[J1=psi_tINX][JjJl=complex<double>(0,0);

1 log¢ iteracji rzedu 10 na siatkach rozmiaru 70x70 i o kroku czasowym DT=0.05 daje juz zadowalajace
rezultaty.

1w miejscach takich jak to nie sposob nie zauwazy¢, jak wspaniatym narzedziem okazuje si¢ C++
i jego obiektowos¢.
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5.7. Rezultaty

Rysunek 5.3.
Przejscie paczki
falowej przez
bariere potencjalu
(rysunek znajduje
sie na plycie CD)

Przedstawione rezultaty dziatania programu Schrodinger sa zrzutami z ekranu dziata-
jacej w czasie rzeczywistym animacji. Do wizualizacji wykorzystano stworzone wcze-
$niej na potrzeby programu Waves procedury OpenGL i Fox.

Na rysunku 5.3 przedstawiamy jeden z fundamentalnych efektéw kwantowych, czyli
przejscie przez barierg potencjatu.

Na przedstawionym rysunku uwidoczniono, ze paczka falowa dzieli si¢ na dwie paczki
o mniejszej amplitudzie i przeciwnych wektorach falowych. Interesujacym efektem jest
to, ze czegs¢ paczki falowej, ktora przeszta przez bariere, jest gladsza od czegsci odbitej.
Sytuacja przedstawiona na rysunku 5.3 nie ma odpowiednika w mechanice klasyczne;j.
Klasycznie bowiem czastka albo przejdzie przez barierg potencjatu (np. $ciang), albo
nie przejdzie. Kwantowo rozpatrujemy tylko prawdopodobienstwo przejscia przez barierg.
Dlatego niekiedy méwi sig, ze elektron moze by¢ w dwoch miejscach jednoczesnie.
Niektérzy uwazaja nawet, ze jest w dwoch miejscach jednoczesnie.

Na rysunku 5.4 przedstawiamy rozbicie gaussowskiej paczki falowej na potencjale
w ksztalcie trdjkatnego klinu. Ciekawe efekty, ktore mozna wyczytac z tych rysunkow, to
m.in. charakterystyczne spigtrzanie grzbietow fal prawdopodobienistwa w poczatkowym



Rozdziat 5. ¢ Rownanie Schrodingera 181

etapie symulacji oraz podziat paczki na dwie rowne czgsci. Na tym rysunku uwidocz-
niono, ze na dalszych etapach symulacji wiemy o rozwiazaniu coraz mniej — funk-
cja falowa ma teraz przebieg o wiele tagodniejszy, co oznacza, ze trudno okreslié,
gdzie znajduje si¢ nasz elektron.

Rysunek 5.4.
Rozciecie

paczki falowej

na trojkqtnym klinie
(rysunek znajduje sie
na plycie CD)

Ostatnim przyktadem, ktdry zaprezentujemy, jest przejscie wzajemne dwoch paczek
falowych przez siebie (rysunek 5.5). Obie paczki falowe maja te same parametry po-
czatkowe (amplituda, rozmiary) i przeciwnie skierowane wektory falowe.

5.8. Podsumowanie

W tym rozdziale czytelnik zapoznal si¢ ze schematem rozwigzania numerycznego
roéwnania Schrédingera. Zastosowane tu schematy réznicowe zdaja si¢ by¢é wystar-
czajace do zaobserwowania ciekawych efektow kwantowych. Istnieje duza dowolnosé
w stosowaniu przedstawionej metody — mozna probowa¢ dowolnych ksztattow i wiel-
kosci potencjalow. Stan poczatkowy nie musi by¢ przedstawiony funkcja Gaussa. Moz-
na tez stosowac hamiltonian inny niz dla czasteczki swobodnej. Rezultaty uzyskane
po wprowadzeniu hamiltonianu oscylatora harmonicznego w dwdéch wymiarach do
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Rysunek 5.5.
Rozpraszanie
wzajemne dwoch
paczek falowych
(rysunek znajduje sie
na plycie CD)

przedstawionego algorytmu zdaja si¢ potwierdzaé, ze przedstawiona metoda rozwia-
zania numerycznego, mimo ze prosta, jest dosy¢ ogolna i ma szerokie zastosowanie,
dlatego zachecamy czytelnika do samodzielnego rozwijania omawianego programu.



