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Rozdzia� 4.

Estymacja parametryczna

G�ównym zadaniem bada� statystycznych jest wnioskowanie o ca�ej populacji gene-
ralnej na podstawie wyników uzyskanych w próbie losowej. Dzia� statystyki zajmuj�cy
si	 tym zagadnieniem jest nazywany wnioskowaniem statystycznym.

Estymacja to dzia� wnioskowania statystycznego, który zajmuje si	 szacowaniem warto-
�ci parametrów oraz postaci rozk�adu w populacji generalnej na podstawie obserwacji
uzyskanych w próbie losowej. Metody znajdowania nieznanych warto�ci parametrów
rozk�adu okre�la estymacja parametryczna. Wnioskowaniem o postaci rozk�adu
w populacji generalnej zajmuje si	 estymacja nieparametryczna. Punktem wyj�cio-
wym w estymacji jest wylosowanie z populacji n-elementowej próby i wyznaczenie na
jej podstawie warto�ci estymatora nieznanego parametru. Estymatorem parametru 1
rozk�adu populacji generalnej jest funkcja wyznaczona na podstawie próby losowej,
s�u��ca do oceny warto�ci tego parametru. Teoria estymacji zajmuje si	 konstruowaniem
estymatorów maj�cych okre�lone w�a�ciwo�ci, takie jak nieobci��ono�
, zgodno�
,
efektywno�
 i dostateczno�
. Wi	cej o metodach wyznaczania takich estymatorów
mo�na znale�
 w pozycjach [4, 21, 27, 30]. Zgodnym, nieobci��onym i najefektyw-
niejszym estymatorem warto�ci oczekiwanej populacji jest warto�
 �rednia x  z próby

losowej wyra�ona wzorem �
�

�
n

i
ix

n
x

1

1 . Zgodnym i nieobci��onym estymatorem warian-

cji populacji +2 jest wariancja z próby prostej wyra�ona wzorem

�
�




�
n

i
i xx

n
s

1

22 )(
1

1 .

Estymacja parametryczna mo�e by
 punktowa lub przedzia�owa. W estymacji punk-
towej za parametr populacji przyjmuje si	 warto�
 estymatora otrzyman� z danej,
n-elementowej próby losowej. Estymacja punktowa nie daje oszacowania nieznanego
parametru 1 rozk�adu populacji. Prawdopodobie�stwo, �e estymator przyjmie warto�

równ� warto�ci szacowanego parametru, jest równe 0. Z tego wynika, �e przy stosowa-
niu estymacji punktowej prawdopodobie�stwo pope�nienia b�	du w ocenie parametru
populacji jest równe 1.
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B��d oceny parametru populacji 1 za pomoc� jego estymatora Q nie powinien prze-
kracza
 odpowiednio ma�ej warto�ci # z przyj	tym du�ym prawdopodobie�stwem 1–/,
czyli musi by
 spe�nione równanie: /#1 �� 1)( QP . Przedzia� liczbowy (Q–#,
Q+#), który z okre�lonym z góry, du�ym (bliskim jedno�ci) prawdopodobie�stwem
b	dzie zawiera� nieznan� warto�
 parametru zbiorowo�ci generalnej, jest nazywany
przedzia�em ufno�ci, a prawdopodobie�stwo 1–/ — wspó�czynnikiem ufno�ci. Do
wyznaczenia warto�ci # potrzebna jest znajomo�
 rozk�adu estymatora Q. Procedura
wyznaczania przedzia�u ufno�ci jest nazywana estymacj� przedzia�ow�.

Przedzia� ufno�ci to losowy przedzia� wyznaczony za pomoc� rozk�adu estymatora,
maj�cy t	 w�asno�
, �e z du�ym, z góry zadanym prawdopodobie�stwem pokrywa war-
to�
 szacowanego parametru. Zapisujemy go zwykle w postaci: P(a < 1 < b) = 1–/.
Liczby a i b s� nazywane doln� i górn� granic� przedzia�u ufno�ci. Wspó�czynnik
ufno�ci 1–/ jest miar� zaufania do prawid�owego szacunku. Najcz	�ciej ma on warto�

0,99, 0,95 lub 0,90.

Przedzia� ufno�ci dla warto�ci oczekiwanej E(X) populacji o rozk�adzie normalnym
N(m, +) jest wyznaczany wed�ug wzoru:

/++
// �$$%

&
''(

)
��� 1

n
uxm

n
uxP ,

gdzie u/ jest tak� warto�ci� w standardowym rozk�adzie, �e pole pod krzyw� g	sto�ci
w przedziale (–u/, u/) wynosi 1–/, a pole pod krzyw� g	sto�ci na prawo od u/ i na
lewo od –u/ wynosi po //2. Z tego wynika, �e u/ mo�na wyznaczy
 z relacji:

)2/(1)( // �- u , gdzie - jest dystrybuant� standardowego rozk�adu normalnego.

D�ugo�
 przedzia�u ufno�ci zale�y od warto�ci �redniej, obliczonej na podstawie próby,
przyj	tego wspó�czynnika ufno�ci 1–/, liczebno�ci próby oraz wariancji +. Aby zatem
oszacowa
 przedzia� ufno�ci z jak najmniejszym b�	dem, nale�y dok�adnie okre�li

warto�
 �redni�.

Przedzia� ufno�ci dla warto�ci oczekiwanej dla ma�ych prób oblicza si	 wed�ug wzoru:

/// �$$%

&
''(

)


���


 1
11 n

stxm
n
stxP ,

gdzie t� warto�
 zmiennej losowej t-Studenta dla n–1 stopni swobody wyznaczana
z relacji: /// ��� 1)( tttP .

Im warto�
 wspó�czynnika ufno�ci jest wi	ksza, tym szerszy jest przedzia� ufno�ci,
a wi	c mniejsza dok�adno�
 estymacji parametru. D�ugo�
 przedzia�u ufno�ci jest miar�
precyzji estymacji przedzia�owej. Szeroki przedzia� ufno�ci oznacza mo�liwo�
 du�ych
odchyle� warto�ci z próby od warto�ci rzeczywistych, czyli warto�ci oczekiwanych
z populacji. Im krótszy jest przedzia� ufno�ci, tym dok�adniej obliczony przez nas esty-
mator przybli�a warto�
 oczekiwan� populacji, czyli tym precyzyjniejsza jest estymacja
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przedzia�owa. B�	dy przybli�e� pope�niane przy szacowaniu �redniej malej� wraz ze
zwi	kszaniem liczebno�ci próby. Jednym z zada� estymacji jest wyznaczenie minimal-
nej liczebno�ci próby tak, by oszacowa
 przedzia� ufno�ci z jak najmniejszym b�	dem.
Zbyt ma�a próba mo�e prowadzi
 do fa�szywych wniosków o populacji generalnej.
Aby zwi	kszy
 dok�adno�
 estymacji, nale�y tak�e poprawi
 dok�adno�
 pomiarów.

Przedzia�y ufno�ci s� wyznaczane dla warto�ci oczekiwanej, wariancji, odchylenia stan-
dardowego i wska�nika struktury. Wyznacza si	 je z rozk�adów odpowiednich statystyk
b	d�cych estymatorami tych parametrów.

�wiczenie 4.1.1. Przedzia� ufno�ci
dla warto�ci oczekiwanej

Przyk�ad 34. Przedzia� ufno�ci dla �redniej
(warto�ci oczekiwanej m = E(X)) dla du�ych prób

Dokonano 52 pomiarów zanieczyszczenia gleby o�owiem (w mg/kg suchej masy gleby),
otrzymane wyniki zapisano w tabeli.

59 60 62 58 59 61 65 67 65 65 62 62 65 67 69 64 65 66 67 64 64 66 68 64 63 64

67 69 62 64 67 68 69 61 62 69 66 69 63 65 60 60 65 63 70 68 67 71 61 64 63 66

Zak�adaj�c, �e rozk�ad wyników pomiarów jest rozk�adem normalnym, wyznacz prze-
dzia� ufno�ci ze wspó�czynnikiem ufno�ci 0,95 dla warto�ci �redniej.

Dane

Wspó�czynnik ufno�ci 1–/ = 0,95. Zmienn� jest zanieczyszczenie gleby o�owiem.

Rozwi�zanie

� Wybierz z menu Plik/Nowy. W oknie Utwórz nowy dokument wprowad�:
Liczba zmiennych: 1, Liczba przypadków: 52.

� Wprowad� dane z tabeli.

� Zapisz arkusz w pliku o�ów.sta.

� Poniewa� próba jest du�a, mo�na przyj�
, �e + = s. Przedzia� ufno�ci dla
du�ych prób obliczany jest wed�ug wzoru:

/++
// �$$%

&
''(

)
��� 1

n
uXm

n
uXP .

Dane jest 1–/ = 0,95, czyli / = 0,05. u/ nale�y wyznaczy
 z relacji -(u/) = 1–(//2),
gdzie - jest dystrybuant� standardowego rozk�adu normalnego.

Po podstawieniu -(u/) = 1–(//2) = 0,975.
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� Uruchom kalkulator prawdopodobie�stwa. Wybierz Rozk�ad Z (Normalny).

� Wprowad� p = 0,975 (rysunek 4.1). Kliknij przycisk Oblicz. Program oblicza
u/ wy�wietlane w polu X, czyli u/ = 1,96.

Rysunek 4.1.
Okno Kalkulator
prawdopodobie�stwa

� Aby wyznaczy
 warto�
 �redni� i odchylenie standardowe, kliknij lewym
przyciskiem nazw	 zmiennej, wybierz Statystyki bloku danych/Kolumny/	rednia,
a nast	pnie Odchylenie standardowe.

� Program wy�wietla wyniki 13,3,615,64 �� +x .

Po podstawieniu do wzoru otrzymujemy przedzia� ufno�ci (63,7, 65,5).

Rozwi�zanie z programem Statistica

I sposób
� Wybierz z menu: Statystyka/Statystyki podstawowe i tabele/Statystyki opisowe.

� Kliknij przycisk Zmienne i jako zmienn� wprowad� O�ów.

� Aby wy�wietli
 przedzia�y ufno�ci, kliknij zak�adk	 Wi�cej i zaznacz parametry:
	rednia, Przedz. ufn. �redniej. W polu Przedzia� [%] podany jest wspó�czynnik
ufno�ci równy 95% (rysunek 4.2).

� Kliknij przycisk Statystyki lub Podsumowanie. Program wy�wietla arkusz
wynikowy w postaci tabeli (rysunek 4.3).

Odpowied	

Przedzia� ufno�ci (w programie Statistica: (Ufno��–95%) = 63,7; (Ufno��+95%) = 65,5)
ma posta
 (63,7, 65,5).

II sposób

Przedzia� ufno�ci jest wy�wietlany na wykresie 	rednia i b��dy.
� Wybierz z menu: Wykresy/Wykresy �rednia i b��dy.

� Zdefiniuj zmienn� O�ów.
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Rysunek 4.2.
Okno wyboru
statystyk opisowych

Rysunek 4.3. Arkusz z wynikami oblicze� (Ufno��–95%, Ufno��+95% to granice przedzia�u ufno�ci
dla wspó�czynnika 1–/ = 0,95)

� Wspó�czynnik ufno�ci jest wy�wietlany w polu Prawdopodob. (domy�lna
warto�
 tego wspó�czynnika wynosi 0,95) (rysunek 4.4). Kliknij OK.

Rysunek 4.4. Okno tworzenia wykresów �redniej i przedzia�ów ufno�ci
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� Program tworzy wykres �redniej i przedzia�ów ufno�ci dla tej �redniej
(rysunek 4.5).

�rednia i przedzia�y ufno�ci

63,6

63,8

64,0

64,2

64,4

64,6

64,8

65,0

65,2

65,4

65,6

O
�ó

w

 �rednia = 64,6154
 �rednia±0,95 Przedz. ufn.

     = (63,7434, 65,4874)

Rysunek 4.5. Wykres �redniej i przedzia�ów ufno�ci dla tej �redniej

Odpowied	

Przedzia� ufno�ci jest wy�wietlany na wykresie. Z prawdopodobie�stwem 0,95 mo�na
twierdzi
, �e �rednie zanieczyszczenie gleby o�owiem zawiera si	 w przedziale (63,7,
65,5) mg/kg suchej masy.

Przyk�ad 35. Przedzia� ufno�ci dla �redniej dla ma�ych prób

Dokonano 12 pomiarów zanieczyszczenia gleby o�owiem (w mg/kg suchej masy gleby),
otrzymane wyniki zapisano w tabeli.

54 60 65 55 70 68 67 59 61 64 63 68

Zak�adaj�c, �e rozk�ad zmiennej, czyli zanieczyszczenia gleby o�owiem, jest rozk�a-
dem normalnym, i przyjmuj�c wspó�czynnik ufno�ci 0,95, wyznacz przedzia� ufno�ci
dla �redniej warto�ci zanieczyszczenia gleby o�owiem.

Dane

1–� �0234530n0�067
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Rozwi�zanie

Przedzia� ufno�ci dla ma�ych prób oblicza si	 wed�ug wzoru:

/// �$$%

&
''(

)


���


 1
11 n

stXm
n
stXP ,

gdzie t/ warto�
 zmiennej losowej t-Studenta dla n–1 stopni swobody jest wyznaczana
tak, �e spe�niona jest relacja /// ��� 1)( tttP 8

� Wybierz z menu Plik/Nowy. W oknie Utwórz nowy dokument wprowad�:
Liczba zmiennych: 1, Liczba przypadków: 12.

� Wprowad� dane z tabeli i zachowaj w pliku zanieczyszczenie o�owiem.sta.

� Wybierz z menu: Statystyka/Statystyki podstawowe i tabele/Statystyki opisowe.

� Kliknij przycisk Zmienne i jako zmienn� wprowad� O�ów.

� Kliknij zak�adk	 Wi�cej i zaznacz pola wyboru: �rednia, Przedz. ufn. �redniej.

� Pole edycji Przedzia� zawiera domy�lny wspó�czynnik ufno�ci (0,95) podawany
w procentach.

Program wy�wietla tabel	 z przedzia�ami ufno�ci (rysunek 4.6).

Rysunek 4.6. Arkusz z wynikami oblicze�

� Wybierz z menu: Wykresy/Wykresy �rednia i b��dy.

� Zdefiniuj zmienn� O�ów.

� Wspó�czynnik ufno�ci jest wy�wietlany w polu Prawdopodob. (domy�lna warto�

tego wspó�czynnika wynosi 0,95). Kliknij OK.

� Program tworzy wykres �redniej i wy�wietla na wykresie przedzia�y ufno�ci
dla tej �redniej (rysunek 4.7).

Odpowied	

Z prawdopodobie�stwem 0,95 mo�na twierdzi
, �e zanieczyszczenie o�owiem zawiera
si	 w przedziale (59,6 mg/kg, 66,1 mg/kg).
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�rednia i przedzia�y ufno�ci

59

60

61

62

63

64

65

66

67

O
�ó

w

 �rednia = 62,8333
 �rednia±0,95 Przedz. ufn. 

     = (59,5504, 66,1162)

Rysunek 4.7. Wykres �redniej i przedzia�ów ufno�ci

�wiczenie 4.1.2. Przedzia� ufno�ci
dla odchylenia standardowego

Przyk�ad 36. Przedzia� ufno�ci dla odchylenia standardowego

Przyjmuj�c wspó�czynnik ufno�ci 0,98, wyznacz przedzia�y ufno�ci dla odchylenia stan-
dardowego dla danych z poprzedniego przyk�adu (plik zanieczyszczenie o�owiem.sta).

Sposób wykonania

� Otwórz plik zanieczyszczenie o�owiem.sta.

� Wybierz z menu: Statystyka/Statystyki podstawowe i tabele/Statystyki opisowe.

� Kliknij przycisk Zmienne i jako zmienn� wprowad� O�ów.

� Kliknij zak�adk	 Wi�cej i zaznacz pola wyboru: Odchylenie standardowe, PU
dla odch. std. (rysunek 4.8).

� Pole edycji Przedzia� zawiera wspó�czynnik ufno�ci podawany w procentach.
Wprowad� 98.

� Program tworzy arkusz z wynikami (rysunek 4.9).
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Rysunek 4.8.
Okno wyboru
statystyk opisowych

Rysunek 4.9. Arkusz z wynikami statystyk opisowych

Odpowied	

Otrzymany przedzia� (3,4, 9,8) z prawdopodobie�stwem 0,98 pokrywa odchylenie stan-
dardowe zanieczyszczenia gleby o�owiem.

Przy zmniejszaniu warto�ci wspó�czynnika ufno�ci maleje d�ugo�
 przedzia�u ufno�ci.

Mo�na sprawdzi
, �e przedzia� (3,7, 8,8) z prawdopodobie�stwem 0,95 pokrywa war-
to�
 odchylenia standardowego.

Zadania
Zadanie 1.

Przeprowadzono badanie st	�enia azotynów NNO2 (mg/l) w wodzie na dwóch odcinkach rzeki.
Wyniki pomiarów zawiera tabela.

Odcinek 1 12 16 14 15 13 17 13 13 15 14 16 12

Odcinek 2 11 9 13 15 12 13 11 10 15 13 14 12

Wyznacz przedzia�y ufno�ci dla �redniej dla ka�dej grupy. Porównaj wyniki w grupach.
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Zadanie 2.

W celu ustalenia stopnia krystaliczno�ci pewnego polimeru przeprowadzono pomiary tego para-
metru dla 10 próbek i otrzymano wyniki (w %): 61, 57, 63, 62, 59, 60, 58, 62, 59, 61. Zbuduj prze-
dzia�y ufno�ci, które z prawdopodobie�stwem 98% pokryj� �redni� warto�
 tego parametru.

Zadanie 3.

W celu ustalenia temperatury topnienia pewnego polimeru przeprowadzono pomiary tego para-
metru dla o�miu próbek. Otrzymano (w °C): 220, 225, 223, 226, 224, 225, 223, 221. Przy zadanym
wspó�czynniku ufno�ci 0,99 wyznacz przedzia� ufno�ci dla temperatury topnienia.

Zadanie 4.

W celu ustalenia st	�enia ozonu wyst	puj�cego przy powierzchni Ziemi przeprowadzono pomiary
i otrzymano wyniki (w ppb): 61, 57, 63, 62, 59. Przyjmuj�c wspó�czynnik ufno�ci 0,98:
� Zbuduj przedzia� ufno�ci, który z prawdopodobie�stwem 98% pokryje �redni� warto�


tego parametru.
� Wyznacz przedzia� ufno�ci dla odchylenia standardowego st	�enia ozonu.

Zadanie 5.

Dok�adny pomiar odczynu pH dla oznaczenia stanu surowych �cieków jest wa�ny przy stero-
waniu dozowaniem chemikaliów w procesie neutralizacji. Wykonano 60 pomiarów tego para-

metru i otrzymano: 9,7�x (°pH) oraz odchylenie standardowe 0,8.

Zbuduj przedzia�, który z prawdopodobie�stwem 0,99 pokryje pH �cieków.

Zadanie 6.

Biologiczne zapotrzebowanie tlenu Q (mg O2/l) okre�la wska�nik BZT5. Wykonano 12 pomiarów
tego wska�nika i otrzymano wyniki widoczne w tabeli.

BZT5 41 39 42 40 38 43 39 44 37 40 39 38

Przyjmuj�c wspó�czynnik ufno�ci 0,95, zbuduj przedzia� ufno�ci dla nieznanej �redniej wska�-
nika BZT5.

Testy wielokrotnego wyboru
 1. Estymacja parametryczna

 a) dotyczy szacowania warto�ci parametrów rozk�adu populacji generalnej.

 b) polega na oszacowaniu nieznanego rozk�adu zmiennej losowej.

 c) polega na szacowaniu warto�ci lub przedzia�u pokrywaj�cego z pewnym
prawdopodobie�stwem parametr populacji generalnej.

 2. Zmienna losowa X populacji generalnej ma rozk�ad normalny o nieznanej warto�ci �redniej
oraz nieznanym odchyleniu standardowym. Z populacji pobrano ma�� prób�.

 a) Przedzia� ufno�ci dla wariancji wyznaczonej na podstawie tej próby jest oparty na rozk�adzie
chi-kwadrat.

 b) Przedzia� ufno�ci dla odchylenia standardowego zmiennej losowej X jest oparty na rozk�adzie
F Snedecora.

 c) Przedzia� ufno�ci dla warto�ci �redniej wyznaczonej na podstawie tej próby jest oparty
na rozk�adzie t-Studenta o n–1 stopniach swobody.
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 3. Losowy przedzia� wyznaczony za pomoc� rozk�adu estymatora, maj�cy t� w�asno��, �e z du�ym,
z góry zadanym prawdopodobie�stwem pokrywa warto�� szacowanego parametru,
jest nazywany

 a) przedzia�em dopuszczalnym.

 b) przedzia�em ufno�ci.

 c) przedzia�em krytycznym.

 4. Wspó�czynnik ufno�ci to

 a) prawdopodobie�stwo odrzucenia prawdziwej hipotezy zerowej.

 b) z góry zadane du�e prawdopodobie�stwo równe 1–/.

 c) z góry zadane ma�e prawdopodobie�stwo równe /.

 5. Wyznaczono przedzia� ufno�ci dla warto�ci �redniej, przyjmuj�c warto�� wspó�czynnika ufno�ci
0,95. Oznacza to, �e

 a) / = 0,95.

 b) 1–/ = 0,95.

 c) wyznaczony przedzia� z ufno�ci� 0,05 pokrywa nieznan� warto�� �redniej.

 6. Aby zwi�kszy� precyzj� estymacji przedzia�owej, nale�y

 a) zwi�kszy� liczebno�� próby.

 b) zwi�kszy� wspó�czynnik ufno�ci.

 c) zmniejszy� wspó�czynnik ufno�ci.

 7. Wybierz poprawne stwierdzenia.

 a) Im wy�sza jest warto�� wspó�czynnika ufno�ci, tym szerszy jest przedzia� ufno�ci.

 b) Im ni�sza jest warto�� wspó�czynnika ufno�ci, tym szerszy jest przedzia� ufno�ci.

 c) D�ugo�� przedzia�u ufno�ci nie zale�y od wspó�czynnika ufno�ci.
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