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ROZDZIAtL 3

Obliczenia symboliczne

Obliczenia symboliczne opierajg sie na zupelnie innym paradygmacie niz obliczenia oparte
na tablicach liczb, przedstawione w poprzednim rozdziale. W oprogramowaniu komputerowym
do przetwarzania symbolicznego, znanym réwniez pod nazwa systeméw algebry komputerowej
(lub komputerowych systeméw obliczent symbolicznych — ang. computer algebra systems,
CAS), reprezentacje obiektéw matematycznych podlegajg przeksztalceniom i manipulacjom
analitycznym. Obliczenia symboliczne polegaja w duzej mierze na wykorzystaniu komputeréw
do automatyzacji obliczen analitycznych, ktére mozna by w zasadzie wykona¢ recznie za
pomoca dlugopisu i kartek papieru. Dzigki zautomatyzowaniu rachunkéw i manipulowaniu
wyrazeniami matematycznymi za pomoca oprogramowania mozliwe jest wykonywanie bardziej
zlozonych obliczen niz w przypadku recznych zapiséw. Obliczenia symboliczne sg doskonatym
narzedziem do sprawdzania i debugowania obliczen analitycznych wykonywanych recznie, ale
tez, co wazniejsze, umozliwiaja przeprowadzanie analizy od strony symbolicznej, ktéra w innym
przypadku nie bylaby mozliwa.

Obliczenia analityczne i symboliczne sg kluczowg czescig srodowiska obliczen naukowych
i technicznych. Umozliwiaja przesunigcie granicy tego, co mozna osiaggna¢ w sposéb analityczny
przed przejsciem do obliczent numerycznych, nawet w przypadku probleméw dajacych sie rozwigzaé
tylko numerycznie (jest to do$¢ powszechne zjawisko, poniewaz dla wielu praktycznych probleméw
nie istniejag metody analityczne). Zastosowanie obliczen symbolicznych moze na przyklad
zmniejszy¢ zlozonos¢ lub rozmiar problemu numerycznego, ktéry finalnie i tak bedzie musial
zostaé rozwigzany w sposob numeryczny. Innymi stowy, zamiast poszukiwania numerycznego
rozwigzania problemu w jego oryginalnej formie mozna na poczatek uprosci¢ go z wykorzystaniem
metod analitycznych.
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ROZDZIAL 3. = OBLICZENIA SYMBOLICZNE

W naukowym $rodowisku Python gtéwnym modutem obliczen symbolicznych jest SymPy
(Symbolic Python). Modut ten zostal napisany w calo$ci w Pythonie i oferuje narze¢dzia do
rozwigzywania szerokiej gamy problemoéw analitycznych i symbolicznych. W tym rozdziale
szczegolowo przyjrzymy sie temu, w jaki sposéb mozna wykorzystaé biblioteke SymPy do
prowadzenia obliczen symbolicznych w Pythonie.

SymPy Celem biblioteki Symbolic Python (SymPy) jest zapewnienie w petni funkcjonalnego systemu
algebry komputerowej (CAS). W przeciwienstwie do wielu innych narzedzi tego typu SymPy to
przede wszystkim biblioteka, a nie petne srodowisko obliczeniowe. Dzieki temu doskonale nadaje sie
do integracji z rozwigzaniami i obliczeniami wykorzystujagcymi réwniez inne biblioteki Pythona.
W chwili gdy pisze te stowa, najnowsza wersja SymPy to 1.6.1. Wiecej informacji o tej bibliotece
znajdziesz na www.sympy.org i https://github.com/sympy/sympy/wiki/Faq.

Importowanie modutéw

Projekt SymPy zapewnia modul Pythona o nazwie sympy. Podczas pracy z tg biblioteka czesto
importuje si¢ wszystkie symbole z modutu sympy, z uzyciem instrukcji from sympy import *.
W celu zachowania przejrzystosci i unikniecia konfliktow pomiedzy funkcjami i zmiennymi
z przestrzeni nazw SymPy oraz z innych pakietéw, takich jak NumPy i SciPy (patrz dalsze
rozdzialy), biblioteke te zaimportuje w calosci jako sympy. W dalszej czesci tej ksigzki zaktadam,
ze biblioteka SymPy jest importowana w doktadnie ten sposéb.

In [1]: import sympy

In [2]: sympy.init_printing()

Po zaimportowaniu biblioteki wywolana zostala réwniez funkcja sympy.init_printing,
ktdrej wywolanie powoduje, ze system SymPy stuzacy do wyéwietlania danych na ekranie
prezentuje wyrazenia matematyczne w elegancki sposéb. Bedziesz mégt si¢ o tym przekona¢
w dalszej czesci tego rozdziatu. W Jupyter Notebook wywotanie to spowoduje, ze biblioteka
JavaScript MathJax stanie si¢ odpowiedzialna za renderowanie wyrazenn SymPy, ktére beda
wys$wietlane bezposrednio w przegladarce, w oknie, w ktérym otwarty jest notatnik.

Dla wygody i w celu zwigkszenia czytelnosci kodow w tym rozdziale zal6z takze, ze
nastepujace, czesto uzywane symbole, sa importowane z SymPy do lokalnej przestrzeni nazw:

In [3]: from sympy import I, pi, oo

Uwaga Biblioteki NumPy i SymPy, jak tez wiele innych, zawierajg liczne funkcje i zmienne o tej
samej nazwie. Jednak symbole te rzadko mozna stosowac wymiennie, przyktadowo numpy.pi
to numeryczne przyblizenie wartosci , a sympy.pi to jej symboliczna reprezentacja. Wazne jest,
aby nie mieszac ze sobg tych symboli, na przykfad podczas wykonywania obliczert symbolicznych
W miejscu sympy.pi nie powinno sie stosowac numpy.pi (i odwrotnie). Ta sama regufa dotyczy
wielu podstawowych funkcji matematycznych, takich jak numpy.sin i sympy.sin. Dlatego tez
przy korzystaniu z wiecej niz jednego pakietu obliczeniowego w Pythonie wazne jest konsekwentne
wykorzystywanie przestrzeni nazw.
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Symbole

Podstawowg funkcjonalnoécig biblioteki SymPy jest mozliwo$¢ reprezentowania symboli
matematycznych w postaci obiektéw Pythona. W bibliotece SymPy mozna do tego wykorzysta¢
na przyktad klase sympy.Symbol. Instancja klasy Symbol zawiera nazwe i zestaw atrybutow
opisujacych jej wlasciwoéci wraz z metodami pozwalajacymi uzyska¢ do nich dostep i metodami
pozwalajacymi prowadzi¢ na nich dzialania. Sam symbol nie ma wigkszego zastosowania
praktycznego, ale symbole sg wykorzystywane w roli weztéw w drzewach reprezentujacych
wyrazenia algebraiczne (patrz nastepny podrozdzial). Jednym z pierwszych krokéw podczas
analizowania problemu z wykorzystaniem SymPy jest stworzenie symboli dla réznych
zmiennych matematycznych i wielkosci wymaganych do jego opisania.

Nazwa symbolu jest taricuchem znakdéw, ktéry moze zawiera¢ dodatkowe znaczniki podobne
do LaTeX-a, pozwalajace na eleganckie zaprezentowanie treéci, na przyktad w bogatym systemie
wys$wietlania IPython. Nazwa obiektu typu Symbo1 jest ustalana podczas jego tworzenia. Symbole
mozna tworzy¢ na kilka réznych sposobéw, miedzy innymi przy uzyciu instrukeji sympy . Symbo1,
sympy.symbols i sympy.var. Zazwyczaj pozadane jest powigzanie symboli SymPy ze zmiennymi
Python o tej samej nazwie (lub nazwie, ktéra jest do nich bardzo zblizona). Na przyklad, aby
utworzy¢ symbol o nazwie x i powiaza¢ go ze zmienng Pythona o tej samej nazwie, mozesz
do konstruktora klasy Symbo1 przekaza¢ fanicuch znakéw zawierajacy nazwe symbolu
(pierwszy argument):

In [4]: x = sympy.Symbol("x")

Zmienna x reprezentuje teraz abstrakcyjny symbol matematyczny x, o ktérym nie wiadomo
zbyt wiele. W tym momencie x moze reprezentowa¢ na przykfad liczbe rzeczywistg, liczbe catkowita,
liczbe zespolona, funkgje, a takze wiele innych obiektéw. Chociaz w wielu przypadkach
przedstawienie symbolu matematycznego w postaci abstrakcyjnego i nieokreslonego obiektu
klasy Symbo1 jest wystarczajace, czasem konieczne jest dostarczenie bibliotece dodatkowych
wskazdwek na temat tego, jaki rodzaj symbolu reprezentuje dany obiekt. Informacje te moga
pomodc w bardziej wydajnym manipulowaniu symbolem lub w upraszczaniu wyrazen
analitycznych. Z wykorzystaniem opcjonalnych argumentéw funkcji tworzacych symbole
(takich jak funkcja Symbo1) mozna przekaza¢ bibliotece dodatkowe zalozenia pozwalajace
ograniczy¢ wlasciwosci danego symbolu. Tabela 3.1 zawiera wybor czgsto stosowanych zatozen,
ktére mozna powigza¢ z instancja klasy Symbo1. Na przyktad, jezeli dysponujesz zmienng
matematyczna y, o ktérej wiadomo, ze jest liczbg rzeczywista, to podczas tworzenia
odpowiadajacej jej instancji mozesz ograniczy¢ jej zakres przez przekazanie do funkeji
argumentu real=True. Do sprawdzenia, czy SymPy rzeczywiscie rozpoznaje, ze dany symbol
jest liczba rzeczywista, mozna uzy¢ atrybutu is_real:

In [5]: y = sympy.Symbol("y", real=True)

In [6]: y.is_real
Out[6]: True
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Tabela 3.1. Wybrane zatozenia i odpowiadajgce im argumenty przekazywane podczas tworzenia obiektow
klasy Symbol. Petna lista atrybutéw jest dostepna w dokumentacji sympy.Symbol

Nazwa argumentu Atrybut Opis

real, imaginary is_real,is_imaginary Symbol reprezentuje liczbe rzeczywista/urojona.

positive, negative  is _positive, is negative Symbol jest dodatni/ujemny.

integer is_integer Symbol jest liczbg catkowita.

odd, even is_odd, is_even Symbol reprezentuje nieparzysta/parzysta
liczbe catkowitg.

prime is_prime Symbol jest liczbg pierwsza, a zatem takze
liczbg catkowity.

finite, infinite is_finite, is_infinite Symbol reprezentuje ilo$¢, ktéra jest

skonczona/nieskonczona.

Z drugiej strony skorzystanie z metody is_real do sprawdzenia, czy zdefiniowany wczesniej,
bez jawnego okre$lenia typu wartosci, a zatem mogacy reprezentowaé zaréwno liczby rzeczywiste,
jak i urojone, symbol x moze zawiera¢ liczby rzeczywiste, spowoduje zwrdcenie wartoéci None:
In [7]: x.is_real is None
Out[7]: True

Zauwaz, ze metoda is_real zwraca True, tylko jezeli wiadomo, ze symbol jest liczba
rzeczywista, False — jezeli wiadomo, Ze symbol jest liczbg urojona, i None — gdy nie wiadomo,
czy symbol jest rzeczywisty czy nie. Inne atrybuty (patrz tabela 3.1) pozwalajace na sprawdzenie
zalozen dotyczacych obiektéw klasy Symbol dzialaja w ten sam sposéb. Ponizej jest pokazany
przyktad symbolu, dla ktérego atrybut is_real ma warto$¢ False:

In [8]: sympy.Symbol("z", imaginary=True).is_real
Out[8]: False

Najwazniejsze z zalozen pokazanych w tabeli 3.1, ktére warto jawnie okresli¢ podczas
tworzenia nowych symboli, to real i positive. W odpowiednich przypadkach dodanie tych
zalozent moze pomdc bibliotece w uproszczeniu réznych wyrazen w stopniu wiekszym niz
w razie ich braku. Rozwaz nastepujacy prosty przyktad:

In [9]: x = sympy.Symbol("x")

In [10]: y = sympy.Symbol("y", positive=True)
In [11]: sympy.sqrt(x ** 2)

out[11]: Vx*

In [12]: sympy.sqrt(y ** 2)
Out[12]: y

W powyzszym przykltadzie utworzono dwa symbole, x iy, oraz obliczono z nich
pierwiastki kwadratowe za pomoca funkcji sympy.sqrt. W przypadku gdy brakuje informacji
o wykorzystywanym w obliczeniach symbolu, wyrazenia nie da si¢ uprosci¢. Z drugiej strony,

gdy wiadomo, Ze symbol reprezentuje liczbe dodatnig, a tym samym wiadomo, ze \/7 =y,
SymPy poprawnie rozpoznaje t¢ sytuacje i dokonuje uproszczenia.
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Podczas pracy z symbolami matematycznymi, ktére reprezentujg liczby catkowite, warto,
jezeli to mozliwe, zamiast okresla¢ je jako liczby rzeczywiste, opisac je jawnie na przyktad za
pomocg argumentdw takich jak integer=True, even=True lub odd=True. Dzi¢ki temu SymPy
moze analitycznie uprosci¢ niektére wyrazenia i obliczenia wartoéci funkgji, tak jak pokazatem
w ponizszym przykladzie:

In [13]: nl = sympy.Symbol("n")
...: n2 = sympy.Symbol("n", integer=True)
...: n3 = sympy.Symbol("n", odd=True)

In [14]: sympy.cos(nl * pi)

Out[14]: cos( n)

In [15]: sympy.cos(n2 * pi)

OQut[15]: (-1)n

In [16]: sympy.cos(n3 * pi)

OQut[16]: -1

By opisa¢ nietrywialny problem matematyczny, czesto trzeba zdefiniowaé duza liczbe
symboli. Uzywanie konstruktora Symbo1 do tworzenia kazdego z osobna moze by¢ troche
monotonne, dlatego tez SymPy zawiera réwniez wygodna funkcje sympy.symbols, umozliwiajaca
tworzenie wielu symboli w jednym wywotaniu. Funkcja ta pobiera rozdzielony przecinkami ciag
nazw symboli oraz zestaw argumentow (ktére odnosza si¢ do wszystkich tworzonych symboli)
i zwraca krotke nowo utworzonych symboli. Wykorzystanie sktadni rozpakowywania krotek
w polaczeniu z wywolaniem sympy.symbols to wygodny sposob na tworzenie nowych symboli:

In [17]: a, b, ¢ = sympy.symbols("a, b, c", negative=True)
In [18]: d, e, f = sympy.symbols("d, e, f", positive=True)

Liczby

Celem reprezentowania symboli matematycznych w postaci obiektéw Pythona jest ich uzycie
w drzewach wyrazen, ktére reprezentuja wyrazenia matematyczne. Aby z nich skorzystaé poza
zmiennymi matematycznymi w postaci obiektow, musisz przedstawi¢ rowniez pozostate byty, takie
jak liczby, funkgje i stale. W tym punkcie przyjrzymy sie klasom stuzacym do reprezentowania
obiektow liczbowych. Wszystkie te klasy wspoldzielg wiele metod i atrybutéw z obiektami klasy
Symbo1. Dzieki temu liczby i symbole mogg by¢ traktowane w wyrazeniach w ten sam sposoéb.
W poprzedniej sekcji wspomniatem, ze obiekty klasy Symbo1 zawierajg atrybuty pozwalajace
na sprawdzenie ich wlasciwosci, na przyklad is_real. Podczas manipulowania wyrazeniami
symbolicznymi musisz mie¢ mozliwo$¢ stosowania tych samych atrybutéw dla wszystkich
typow obiektéw, rowniez dla liczb calkowitych i zmiennoprzecinkowych. Z tego powodu
w wyrazeniach nie mozesz korzysta¢ z wbudowanych w Pythona typdw, na przyktad liczb
catkowitych typu int czy liczb zmiennoprzecinkowych typu float. Zamiast tego w srodowisku
SymPy dostepne sa odpowiadajace im klasy, takie jak sympy.Integerisympy.Float. Warto o tym
pamietaé podczas pracy z SymPy, ale na szczgscie obiektow typu sympy . Integer i sympy.Float
nie trzeba tworzy¢ zbyt czesto, poniewaz SymPy automatycznie promuje warto$ci liczbowe
Pythona do klas wystepujacych w wyrazeniach symbolicznych. Jednakze aby zademonstrowa¢
roznice pomiedzy wbudowanymi w Pythona typami liczbowymi a odpowiadajacymi im typami
z biblioteki SymPy, w ponizszym przyktadzie jawnie utworzono instancje sympy.Integer oraz
sympy.Float i wykorzystano niektére z ich atrybutéw do ustalenia ich wlasnoéci:
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In [19]: i = sympy.Integer(19)

In [20]: type(i)

Out[20]: sympy.core.numbers.Integer

In [21]: i.is_Integer, i.is_real, i.is_odd
Out[21]: (True, True, True)

In [22]: f = sympy.Float(2.3)

In [23]: type(f)

Out[23]: sympy.core.numbers.Float

In [24]: f.is_Integer, f.is real, f.is_odd
Out[24]: (False, True, False)

Wskazéwka Obiekty typéw sympy.Integer i sympy.Float mozna rzutowac z powrotem na
wbudowane typy Pythona za pomoca standardowego rzutowania z uzyciem int (i) i float(f).

Do utworzenia reprezentacji liczby lub dowolnego wyrazenia w SymPy mozna réwniez
zastosowac¢ funkcje sympy . sympify. Funkcja ta przyjmuje szeroki zakres argument6w i zwraca
wyrazenie kompatybilne ze sktadnig SymPy, bez potrzeby jawnego okreslania typu tworzonych
obiektow. W przypadku danych liczbowych wystarczy skorzystaé z ponizszego wywolania:

In [25]: i, f = sympy.sympify(19), sympy.sympify(2.3)
In [26]: type(i), type(f)
Out[26]: (sympy.core.numbers.Integer, sympy.core.numbers.Float)

Liczby catkowite

W poprzednim punkcie do reprezentowania liczb catkowitych uzyto klasy Integer. Warto
zauwazy¢, ze istnieje roznica pomiedzy instancjg klasy Symbol utworzong z argumentem
integer=True a obiektem klasy Integer. Podczas gdy Symbol z argumentem integer=True
reprezentuje pewna liczbe catkowita, obiekt klasy Integer reprezentuje okreslong wartos¢.
W obu przypadkach atrybut is_integer ma warto$¢ True, ale poza nim istnieje réwniez atrybut
is_Integer (zwrd¢ uwage na duze ,I” w nazwie), ktdry jest prawdziwy tylko dla obiektéw typu
Integer. Zasadniczo atrybuty postaci is_Name wskazuja, czy dany obiekt jest obiektem typu
Name, a atrybuty is_name — czy obiekt spetnia warunek name. Zatem istnieje takze atrybut
is_Symbol, ktéry jest prawdziwy dla obiektéw nalezacych do klasy Symbo1.

In [27]: n = sympy.Symbol("n", integer=True)

In [28]: n.is_integer, n.is_Integer, n.is_positive, n.is_Symbol

Out[28]: (True, False, None, True)

In [29]: i = sympy.Integer(19)

In [30]: i.is_integer, i.is_Integer, i.is_positive, i.is_Symbol

Out[30]: (True, True, True, False)

Liczby catkowite w SymPy charakteryzuja sie dowolng precyzja (s3 to tak zwane duze liczby
calkowite). Oznacza to, ze takie liczby nie maja ustalonych dolnych i gérnych granic, tak jak
liczby catkowite o okreslonym rozmiarze bitowym (na przyklad te znane z biblioteki NumPy).
Dzigki temu w SymPy mozliwa jest praca z bardzo duzymi liczbami. Ponizej zamieszczono
kilka przyktadow:
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In [31]: i ** 50

Out[31]: 8663234049605954426644038200675212212900743262211018069459689001

In [32]: sympy.factorial(100)

Out[32]: 933262154439441526816992388562667004907159682643816214685929638952 1759999322991
>56089414639761565182862536979208272237582511852109168640000000 00000000000000000

Liczby zmiennoprzecinkowe

W poprzedniej czgsci tego rozdziatu spotkates si¢ juz z typem sympy.Float. W przeciwienstwie
do wbudowanego w Pythona typu float i typéw zmiennoprzecinkowych z NumPy, typ Float
z biblioteki SymPy, podobnie jak typ Integer, cechuje dowolna precyzja. Oznacza to, Ze obiekt
typu Float moze reprezentowac liczbe zmiennoprzecinkowsa z dowolna liczbg miejsc po przecinku.
Konstruktor tego typu przyjmuje dwa argumenty: pierwszy z nich to warto$¢ zmiennoprzecinkowa
typu float (standardowy typ z Pythona) lub fancuch znakdéw reprezentujacy liczbe
zmiennoprzecinkowg, a drugi argument (opcjonalny) to precyzja, z jakg wartos$¢ ta ma by¢
reprezentowana (liczba znaczacych cyfr dziesietnych). Powszechnie wiadomo, ze na przyktad
warto$¢ 0,3 nie moze by¢ dokladnie reprezentowana w postaci liczby zmiennoprzecinkowej

o stalym rozmiarze bitowym. Podczas proby wyswietlenia tej wartosci z doktadnoscia do 20 cyfr
znaczacych na ekranie zobaczysz warto$¢ 0.29999999999999988888977698. Obiekt typu Float

z biblioteki SymPy moze reprezentowac te liczbe bez ograniczen zwigzanych z klasycznymi
liczbami zmiennoprzecinkowych:

In [33]: "%.25f" % 0.3 # Tworzenie faricucha znakéw reprezentujgcego wartos¢ z doktadnoscig do 25 miejsc po przecinku
Out[33]: '0.2999999999999999888977698'
In [34]: sympy.Float(0.3, 25)
Out[34]: 0.2999999999999999888977698
In [35]: sympy.Float('0.3', 25)
Out[35]: 0.3

Zauwaz, ze aby poprawnie przedstawi¢ warto$¢ 0,3 w postaci obiektu Float, trzeba go
zainicjalizowa¢ z uzyciem fancucha "0.3", a nie wartosci typu float z Pythona, ktéra od
poczatku swojego istnienia zawiera blad zwigzany z reprezentacja zmiennoprzecinkows.

Liczby wymierne
Liczba wymierna to utamek % skladajacy sie z dwdch liczb catkowitych, licznika p i mianownika g.

SymPy reprezentuje ten typ liczb za pomocg klasy sympy.Rational. Liczby wymierne mozna
tworzy¢ jawnie, z wykorzystaniem argumentéw konstruktora sympy.Rational reprezentujacych
licznik i mianownik:

In [36]: sympy.Rational(11, 13)
11
Out[36]: 3
Ulamki mogg by¢ réwniez wynikiem uproszczen prowadzonych przez biblioteke. W obu

przypadkach operacje arytmetyczne obejmujace liczby wymierne i calkowite daja w wyniku
liczby wymierne.
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In [37]: rl = sympy.Rational(2, 3)

In [38]: r2 = sympy.Rational(4, 5)
In [39]: rl1 * r2
8
Out[39]: —
ut[39] T
In [40]: r1 / r2
5
Out[40]: —
ut[40] 5

State i symbole specjalne

SymPy zawiera predefiniowane symbole reprezentujace stale matematyczne i obiekty specjalne,
takie jak jednostka urojona (i) i nieskoficzono$¢. Symbole te przedstawiono w tabeli 3.2 wraz

z odpowiadajacymi im symbolami z SymPy. Zwr6¢ uwage, ze jednostka urojona zostata
oznaczona w SymPy duza literg I.

Tabela 3.2. Wybrane state matematyczne i symbole specjalne wraz z odpowiadajgcymi im symbolami
z biblioteki SymPy

Symbol matematyczny ~ Symbol w SymPy Opis
V4 sympy . pi Stosunek obwodu kota do jego $rednicy.
e sympy.E Podstawa logarytmu naturalnego; e = In(1).
Y sympy . EulerGamma Stala Eulera.
i sympy. I Jednostka urojona.
oo Sympy .00 Nieskonczono$é.
Funkcje

W SymPy obiekty reprezentujace funkcje mozna tworzy¢ za pomoca sympy. Function.
Podobnie jak obiekt klasy Symbo1 obiekt typu Function przyjmuje jako pierwszy argument
nazwe. SymPy rozréznia funkcje zdefiniowane (defined) i niezdefiniowane (undefined),

a takze funkcje wywolane (applied) i niewywolane (unapplied). Utworzenie funkcji za pomoca
konstruktora Function powoduje powstanie nazwanej niezdefiniowanej (abstrakcyjnej)

i niewywolanej funkcji, ktérej ewaluacja, ze wzgledu na brak ciata lub opisujacego ja wyrazenia,
jest niemozliwa. Poniewaz funkcja nie zostala jeszcze wywotana wraz z konkretnymi symbolami
lub zmiennymi wejsciowymi, reprezentuje ona dowolng funkcje o dowolnej liczbie argumentdéw.
Niewywotlana funkcja moze zosta¢ wywolana z zestawem symboli wejéciowych reprezentujacych
jej dziedzine przez wywolanie instancji obiektu z symbolami przekazanymi do niego w postaci
argumentdw’. Rezultat wywolania nadal jest funkcja niezdefiniowana, ale taka, ktéra zostala
wywolana z okreslonym zestawem argumentoéw, a zatem dysponujaca zbiorem zmiennych
zaleznych. Do zilustrowania tej koncepcji postuzy mi nastepujacy kod, w ktérym tworze

' ‘W tym miejscu nalezy pamieta¢ o rozréznieniu pomiedzy funkcjg Pythona lub obiektem wywolywalnym
(callable object), takim jak sympy . Function, a funkcja symboliczng, reprezentowana przez instancje
klasy sympy . Function.
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niezdefiniowang funkcje f wywolywang z argumentem (symbolem) x oraz inng funkgje, g,
wywolywang bezposrednio ze zbiorem argumentéw (symboli) x, y, z:
In [41]: x, y, z = sympy.symbols("x, y, z"

In [42]: f = sympy.Function("f")

In [43]: type(f)

Out[43]: sympy.core.function.UndefinedFunction

In [44]:f(x)

Out[44]: f(x)

In [45]: g = sympy.Function("g")(x, y, z)

In [46]: g

Out[46]: g(x,y,z)

In [47]: g.free_symbols

Out[47]: {x,y,z}

W powyzszym przykladzie do pokazania, ze zastosowana funkcja rzeczywiscie jest powiazana
z okres$lonym zestawem symboli wej$ciowych, skorzystalem z wlasciwoséci free_symbols, ktéra
zwraca zestaw unikatowych symboli zawartych w danym wyrazeniu (w tym przypadku wywolanej,
ale nie zdefiniowanej funkeji g). Zwiazek ten bedzie istotny w dalszej czedci tego rozdziatu, na
przykltad podczas rozwazan na temat pochodnych funkcji abstrakcyjnych. Jednym z waznych
zastosowan funkgji niezdefiniowanych s réwnania rézniczkowe, w ktérych znane jest wyrazenie
uwzgledniajace funkgje, ale nie jest znana jej postac.

W przeciwienistwie do funkeji niezdefiniowanych funkcja zdefiniowana to taka, ktéra ma
okreslong implementacje i ktorej wartos¢ jest mozliwa do wyliczenia dla wszystkich poprawnych
argumentow. Funkcje tego typu mozna zdefiniowa¢ na przyktad przez utworzenie klasy
dziedziczacej po sympy.Function. W wiekszosci przypadkéw wystarczy jednak skorzystaé
z funkcji matematycznych zapewnianych przez SymPy. Biblioteka zawiera wiele standardowych
funkcji matematycznych, ktore sg dostepne w globalnej przestrzeni nazw SymPy (jezeli
chcesz zapoznad sig z ich listg, skorzystaj z funkcji help i zajrzyj do dokumentacji modutéw
sympy.functions.elementary, sympy.functions.combinatorial i sympy.functions.special
oraz powiazanych z nimi podmoduléw). Na przyklad funkcja SymPy odpowiadajaca sinusowi
jest dostepna jako sympy.sin (zgodnie z obowiazujaca w tej ksigzce konwencjg importu).
Zauwaz, ze nie jest to funkcja w pythonowym znaczeniu tego stowa. W rzeczywistosci jest to
klasa dziedziczaca po sympy . Function, reprezentujaca funkcje sinus, ktéra mozna zastosowaé
z argumentem bedgcym wartoécia liczbowa, symbolem lub wyrazeniem.

In [48]: sympy.sin

Out[48]: sympy.functions.elementary.trigonometric.sin
In [49]: sympy.sin(x)

Out[49]: sin(x)

In [50]: sympy.sin(pi * 1.5)

Out[50]: -1

Wywolana z symbolem abstrakcyjnym, takim jak x, funkcja sin pozostaje niezewaluowana.
Ewaluacja nastepuje, gdy ustalenie wartosci liczbowej jest mozliwe, na przyktad po wywotaniu
z argumentem liczbowym lub w specjalnych przypadkach, w ktérych wyrazenie w argumencie
ma jakie$ specjalne wlasnosci, tak jak w ponizszym przykladzie:

In [51]: n = sympy.Symbol("n", integer=True)

In [52]: sympy.sin(pi * n)
Out[52]: 0
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Trzecim rodzajem funkcji dostepnych w SymPy sa funkcje lambda (funkcje anonimowe).
Funkgje te nie sg zwigzane z zadng nazwg, ale majg okreslone cialo, ktére mozna podda¢
ewaluacji. Funkcje lambda mozna tworzy¢ za pomoca sympy . Lambda:

In [53]: h = sympy.Lambda(x, x**2)
In [54]: h

Out[54]: (x> x)

In [55]: h(5)

Out[55]: 25

In [56]: h(1 + x)

Out[56]: (1 + x)-

Wyrazenia

Roézne symbole wprowadzone w poprzednim podrozdziale to podstawowe elementy budulcowe
niezbedne do tworzenia wyrazen matematycznych. W SymPy wyrazenia matematyczne sg
reprezentowane w postaci drzew, ktdérych liScie stanowia symbole, a wezly — instancje klas
reprezentujace operacje matematyczne. Przykladami takich klas sg Add, Mul i Pow, odpowiadajace
podstawowym operacjom arytmetycznym, oraz Sum, Product, Integral i Derivative, reprezentujace
dzialania analityczne. Ponadto istnieje wiele innych klas operacji matematycznych, ktdre bedziesz
miat okazje zobaczy¢ w dalszej czgéci tego rozdziatu.

Dla przyktadu wezmy wyrazenie 1 + 2x* + 3x>. Aby zapisa¢ je w SymPy, wystarczy utworzy¢
symbol x i przedstawi¢ formule w postaci kodu Pythona:
In [57]: x = sympy.Symbol("x")
In [58]: expr = 1 + 2 * x**2 + 3 * x**3
In [59]: expr
Out[59]: 3x + 2x + 1

W tym przyktadzie zmienna expr jest instancjg klasy Add, ktéra sktada sie z trzech podwyrazen:
1, 2*x**2 i 3*x**3. Na rysunku 3.1 jest pokazane cale drzewo reprezentujace wyrazenie expr.
Zauwaz, ze nie jest konieczne jawne utworzenie drzewa, ktore jest budowane automatycznie na
podstawie wyrazenia, symboli i operatoréw. Niemniej jednak znajomo$¢ sposobu reprezentacji
formul matematycznych pomaga w zrozumieniu sposobu, w jaki dziala biblioteka SymPy.

Rysunek 3.1. Drzewo reprezentujgce formutle 1 + 2 * x**2 + 3 * x**3
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Dzigki atrybutom args, zapewnianym przez wszystkie operacje i symbole SymPy, drzewo
wyrazenia mozna przej$¢ w sposob jawny. W przypadku operatora atrybut args jest krotka
podwyrazen polaczonych ze soba regulg implementowang przez klas¢ operatora. W przypadku
symboli atrybut args jest pusta krotkg oznaczajaca, ze dany symbol jest lisciem. Ponizszy
przyklad pokazuje, w jaki sposdb mozna uzyskaé bezposredni dostep do drzewa wyrazenia:

In [60]: expr.args

Out[60]: (1,2x,3x)
In [61]: expr.args[1]

Out[61]: 2x:

In [62]: expr.args[1].args[1]

Out[62]: x:

In [63]: expr.args[1].args[1].args[0]
Out[63]: x

In [64]: expr.args[1].args[1].args[0].args
Oout[64]: ()

W podstawowych zastosowaniach rzadko trzeba przeprowadzaé operacje na drzewie
w jawny sposdb, ale gdy metody manipulowania wyrazeniami przedstawione ponizej sg
niewystarczajace, mozliwo$¢ implementacji wlasnych funkeji, ktére przechodza przez drzewo
i wykonuja na nim operacje z wykorzystaniem atrybutu args, moze by¢ przydatna.

Manipulowanie wyrazeniami

Operacje na drzewach wyrazen stanowig jedno z gtéwnych zadan biblioteki SymPy, ktéra
oferuje wiele funkcji pozwalajacych na realizacje wielu typéw przeksztatcen. Ogélna idea
zaklada, ze drzewa wyrazen mozna przeksztalca¢ za pomoca funkcji uproszczen i przeksztatcen
w sposob zachowujacy ich matematyczng rownowaznos¢. Zasadniczo funkcje te nie modyfikujg
wyrazen przekazywanych jako argumenty, ale raczej tworza nowe wyrazenie zawierajace
wprowadzone modyfikacje. Wyrazenia w SymPy nalezy zatem traktowac¢ jako obiekty
niezmienne (ang. immutable — obiekty, ktérych wartosci nie mozna zmienic). Wszystkie
opisane w tym podrozdziale funkcje traktujg wyrazenia wlasnie w ten sposob i, zamiast
modyfikowaé drzewa w miejscu, zwracaja ich nowe instancje.

Upraszczanie wyrazen

W trakcie manipulowania formutami matematycznymi najbardziej pozadana jest mozliwos¢
uproszczenia wyrazenia. Poniewaz ustalenie w sposob algorytmiczny, czy jedno wyrazenie
wydaje sie cztowiekowi prostsze niz drugie, oraz tego, ktéra metode nalezy zastosowa¢, aby je
otrzymad, nie jest fatwe, operacja ta moze by¢ rowniez najbardziej niejednoznaczna. Niemniej
jednak ,czarna skrzynka” upraszczajaca wyrazenia jest wazng czescig kazdego oprogramowania
CAS. SymPy zawiera funkcje sympy.simp1ify, ktéra prébuje uprosci¢ wyrazenie przy uzyciu
roznych metod i podej$¢. Funkcje te mozna réwniez wywota¢ za pomocg metody simp1ify,

W sposob pokazany ponize;j:

In [65]: expr = 2 * (x**2 - x) - x * (x + 1)

In [66]: expr
Out[66]: 2x: — x(x+1)-2x
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In [67]: sympy.simplify(expr)
Out[67]: x(x=3)

In [68]: expr.simplify()
OQut[68]: x(x=3)

In [69]: expr

Out[69]: 2x: — x(x+1)-2x

Zauwaz, ze zarowno sympy.simp1ify(expr),jakiexpr.simp1ify() zwracajg nowe drzewa
wyrazen i, jak wspomniano wczeéniej, pozostawiaja wyrazenie expr w niezmienionej formie.
W tym przykladzie wyrazenie expr mozna uprosci¢ przez pomnozenie ze sobg skladnikéw
$rodkowego wyrazu, dodanie do siebie wyrazéw podobnych, a nastepnie ponowna faktoryzacje
wyrazenia. Ogélnie funkcja sympy.simp1ify podejmie kilka réznych préb uproszczenia
z zastosowaniem réznych strategii. Jak pokazalem ponizej, funkcja ta potrafi takze upraszczac¢
wyrazenia zawierajace na przyklad funkcje trygonometryczne i wyrazenia potegowe:

In [70]: expr = 2 * sympy.cos(x) * sympy.sin(x)
In [71]: expr

Out[71]: 2 sin(x)cos(x)

In [72]: sympy.simplify(expr)

Out[72]: sin(2x)

i

In [73]: expr = sympy.exp(x) * sympy.exp(y)
In [74]: expr

Out[74]: exp(x)exp(y)

In [75]: sympy.simplify(expr)

Out[75]: exp(x+y)

Kazdy konkretny rodzaj uproszczenia mozna réwniez przeprowadzi¢ za pomocg bardziej
specjalistycznych funkgji, takich jak sympy.trigsimp i sympy.powsimp, ktére upraszczajg,
odpowiednio, wyrazenia trygonometryczne i potegowe. Funkcje te wykonuja jedynie
uproszczenie, na ktére wskazuja ich nazwy, pozostawiajac inne czeéci wyrazen w oryginalne;j
formie. Przeglad funkcji upraszczajacych znajdziesz w tabeli 3.3. W wigkszo$ci przypadkéw,
w ktorych kolejne kroki niezbedne do uproszczenia wyrazenia sg znane, warto korzystaé
z bardziej szczegdtowych funkeji upraszczajacych. Dzialanie takich funkcji jest lepiej
zdefiniowane, a prawdopodobienistwo wystapienia zmian ich dziatania w przysztych wersjach
biblioteki SymPy jest mniejsze. Dziatanie funkcji sympy.simp1ify opiera si¢ na podejsciach
heurystycznych, ktére moga sie zmieni¢ w przysztoséci, a w konsekwencji dawa¢ inne wyniki
dla okreslonych wyrazen wejsciowych.

Tabela 3.3. Wybrane funkcje stuzgce do upraszczania wyrazesi w SymPy

Funkcja Opis

sympy.simplify Préba uproszczenia wyrazenia z wykorzystaniem réznych metod i podejs¢.

sympy.trigsimp Prdba uproszczenia wyrazenia z wykorzystaniem tozsamo$ci
trygonometrycznych.

sympy . pows imp Prdba uproszczenia wyrazenia z wykorzystaniem zasad dzialania na potegach.
sympy.compsimp  Upraszczanie wyrazen kombinatorycznych.

sympy.ratsimp Upraszczanie wyrazenia przez sprowadzenie do wspdlnego mianownika.
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Rozwijanie wyrazen
Gdy uproszczenie otrzymane z wywolania sympy.simp1ify nie daje satysfakcjonujacych
rezultatow, poprawe moze przynies$¢ reczne wskazanie bibliotece wlasciwego kierunku przy
uzyciu bardziej szczegélowych operacji algebraicznych. Waznym narzedziem w tym procesie
sg rozne metody rozwijania wyrazen. Funkcja sympy . expand, w zaleznoéci od przekazanych jej
opcjonalnych argumentow, rozszerza wyrazenia na rézne sposoby. Domyslnie funkcja ta
wymnaza iloczyn i zwraca w pelni rozwinieta sume. Na przyktad iloczyn typu (x + 1)(x + 2)
moze zosta¢ przeksztalcony do postaci x>+ 3x + 2 za pomocg ponizszego wywolania:
In [76]: expr = (x + 1) * (x + 2)
In [77]: sympy.expand(expr)
Qut[77]: x + 3x + 2

Niektére z dostepnych argumentéw to mul=True, powodujacy wymnazanie iloczynéw
(jak w poprzednim przykladzie), trig=True, rozwijajacy wyrazenia trygonometryczne:

In [78]: sympy.sin(x + y).expand(trig=True)
Out[78]: sin(x)cos(y) + sin(y)cos(x)

Tog=True, rozwijajacy logarytmy:

In [79]: a, b = sympy.symbols("a, b", positive=True)
In [80]: sympy.log(a * b).expand(Tog=True)
Out[80]: log(a) + log(b)

complex=True, rozdzielajacy czes¢ rzeczywista od urojone;:

In [81]: sympy.exp(I*a + b).expand(complex=True)
OQut[81]: ieb sin(a) + eb cos(a)

i power_base=True oraz power_exp=True do rozwijania podstaw i wykladnikéw poteg
w wyrazeniach potegowych:

In [82]: sympy.expand((a * b)**x, power_base=True)

OQut[82]: ab
In [83]: sympy.exp((a-b)*x).expand(power_exp=True)
OQut[83]: e-ew

Wywolanie funkcji sympy . expand z kolejnymi argumentami ustawionymi na True
odpowiada wywolaniu bardziej szczegdtowych funkeji, odpowiednio: sympy.expand_muT,
sympy .expand_trig, sympy.expand_log, sympy.expand_complex, sympy.expand_power_base
i sympy.expand_power_exp. Zaletg sympy.expand jest mozliwo$¢ skorzystania z kilku bardziej
szczegolowych funkcji w jednym wywotaniu.

Funkgje factor, collect i combine

W pracy z SymPy czesto najpierw wykorzystuje sie funkcje sympy . expand do rozwiniecia wyrazenia,
nastepnie pozwala si¢ bibliotece zredukowa¢ wspélne czynniki, a na koniec ponownie rozktada
sie lub taczy elementy otrzymanego wyrazenia. Funkcja sympy . factor probuje roztozy¢ wyrazenie
na najprostsze mozliwe czynniki. Jej dziatanie jest w pewnym sensie przeciwienstwem wywolania
sympy .expand z argumentem mul=True. Funkcje te mozna zastosowa¢ do faktoryzacji wyrazen
algebraicznych:
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In [84]: sympy.factor(x**2 - 1)
Out[84]: (x — 1)(x + 1)
In [85]: sympy.factor(x * sympy.cos(y) + sympy.sin(z) * x)
Out[85]: x(sin(x) + cos(y))
Odwrotnoéci dzialania innych pokazanych w poprzednim punkcie funkeji mozna otrzymacé
z uzyciem sympy.trigsimp, sympy.powsimp i sympy.logcombine. Na przyklad:

In [86]: sympy.logcombine(sympy.log(a) - sympy.log(b))
Out[86] : Iog({;j

W pracy z formutami matematycznymi czgsto konieczna jest precyzyjna kontrola procesu
faktoryzacji. Funkcja sympy.collect wylacza przed nawias czynniki przekazane jej jako
argumenty (w postaci pojedynczej wartoéci lub listy). Na przyklad wyrazenie x + y + xyz
nie moze by¢ w catosci roztozone na czynniki, ale mozna przeprowadzi¢ jego czgsciowa
faktoryzacje wzgledem zmiennej x lub y:

In [87]: expr = x +y +x*y *z
In [88]: expr.collect(x)

Out[88]: x(yz + 1) +y

In [89]: expr.collect(y)

Out[89]: x + y(xz + 1)

Przekazanie listy symboli lub wyrazen do funkcji sympy.collect lub powigzanej z nig
metody collect pozwala wylaczy¢ wiele symboli w pojedynczym wywolaniu. Ponadto podczas
korzystania z metody collect zwracajacej nowe wyrazenie mozliwe jest fancuchowe Iaczenie
wywolan w nastepujacy sposob:

In [90]: expr = sympy.cos(x + y) + sympy.sin(x - y)
In [91]: expr.expand(trig=True).collect([sympy.cos(x),
sympy.sin(x)]).collect(sympy.cos(y) -

celt sympy.sin(y))
Out[91]: (sin(x) + cos(x))(-sin(y) + cos(y))

Funkcje Apart, Together i Cancel

Ostatnim rozwazanym w tym podrozdziale rodzajem uproszczen beda przeksztalcenia utamkow.
Funkcja sympy . apart rozklada utamek na utamki proste, a funkcja sympy. together laczy utamki
proste w jeden ulamek ztozony. Z funkgji tych mozna skorzysta¢ w nastepujacy sposéb:

In [92]: sympy.apart(1l/(x**2 + 3*x + 2), Xx)

0ut[92]: ——t 41
X+2 Xx+1
In [93]: sympy.together(l / (y * x +y) + 1 / (1+x))
Out[93]: y+l
y(x+1
In [94]: sympy.cancel(y / (y * x +y))
Out[94]: ——
X+1
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W pierwszym przyktadzie uzytem sympy.apart do przedstawienia wyrazenia (x* + 3x + 2)!

w postaci sumy ulamkéw prostych —L2+i1 , w drugim zastosowalem funkcje sympy. together
X+2 X+

+—1 do wspolnego mianownika. W tym przykladzie skorzystalem

do sprowadzenia sumy
yx+y X+1

réwniez z funkgji sympy . cancel do wyeliminowania wspélnych czynnikéw wystepujacych
y .
yx+y

w liczniku i mianowniku utamka

Podstawienia

Poprzednie punkty dotyczyly przeksztalcania wyrazen przy uzyciu réznych tozsamosci
matematycznych. Inng czesto uzywana formg manipulowania nimi jest podstawianie symboli
lub wyrazenia w obrebie badanej formuly. Pracujac z danym wyrazeniem, mozesz na przyktad
chcie¢ podstawi¢ zmienng x pod zmienng y lub zastgpi¢ symbol jakims innym wyrazeniem.
W SymPy istniejg dwie metody podstawien: subs i replace. Zazwyczaj najlepiej skorzystaé

z subs, ale w niektdrych przypadkach warto uzy¢ poteznego replace, ktdre potrafi na przyklad
wykona¢ podstawienie tylko w miejscach okreslonych wyrazeniem regularnym (szczegélowe
informacje mozna znalez¢ w dokumentacji funkeji sympy . Symbo1.replace).

W najprostszym przypadku metoda subs jest wywolywana na wyrazeniu. Jej pierwszym
argumentem jest symbol/wyrazenie, ktére ma zosta¢ zastapione (x), a drugim zastepujacy je
symbol/wyrazenie (y). W rezultacie wszystkie wystgpienia wyrazenia x s zastepowane przez y:
In [95]: (x + y).subs(x, y)

Out[95]: 2y
In [96]: sympy.sin(x * sympy.exp(x)).subs(x, y)
Out[96]: sin(ye)

Zamiast wywolywaé metode subs kilka razy, mozna jej, w sytuacjach, w ktérych wymagane
jest wykonanie wielu podstawien, przekaza¢ jako jedyny argument stownik zawierajacy pary
symboli i wartoéci, jakimi nalezy je zastapic:

In [97]: sympy.sin(x * z).subs({z: sympy.exp(y), x: y, sympy.sin: sympy.cos})
Out[97]: cos(ye)

Typowym zastosowaniem metody subs jest zastepowanie symboli warto$ciami liczbowymi
w celu obliczenia wartoéci wyrazenia (wigcej szczegdtéw znajduje si¢ w nastepnym
podrozdziale). Wygodnym sposobem przeprowadzania ewaluacji jest zdefiniowanie stownika
ttumaczacego symbole na wartosci liczbowe i przekazanie go do metody subs. Na przyktad:

In [98]: expr = x * y + z**2 *x
In [99]: values = {x: 1.25, y: 0.4, z: 3.2}

In [100]: expr.subs(values)
Out[100]: 13.3
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Ewaluacja wyrazen

W trakcie kazdych, nawet tych symbolicznych, obliczen wladciwie zawsze, wczeéniej lub pdzniej,
pojawia sie konieczno$¢ ustalenia wartosci liczbowej jakiego$ wyrazenia, na przyktad przy
tworzeniu wykreséw lub opracowywania wynikéw. Wyrazenie SymPy mozna ewaulowac¢ za
pomoca funkeji sympy . N lub metody evalf dostepnej w obiektach reprezentujacych wyrazenie:
In [101]: sympy.N(1 + pi)

Out[101]: 4.14159265358979

In [102]: sympy.N(pi, 50)

Out[102]: 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751

In [103]: (x + 1/pi).evalf(10)

Out[103]: x + 0.3183098862

Zardéwno sympy . N, jak i metoda evalf przyjmuja opcjonalny argument — liczbe cyfr
znaczacych — okre$lajacy doktadno$é, z jaka ma nastapi¢ ewaluacja. Przyklad uzycia tego
argumentu jest pokazany na powyzszym listingu, w ktérym wykorzystano mozliwosci SymPy
pozwalajace na uzycie reprezentacji z dowolng precyzja i dokonano ewaluacji wartosci 7
z dokladnoécia do 50 cyfry znaczacych.

Jezeli chcesz ustali¢ warto$¢ liczbowg wyrazenia dla wartosci z jakiego$ zakresu,
mozesz umiesci¢ kolejne wywotania metody evalf w petli, na przyktad w ponizszy sposéb:
In [104]: expr = sympy.sin(pi * x * sympy.exp(x))

In [105]: [expr.subs(x, xx).evalf(3) for xx in range(0, 10)]
Out[105]: [0,0.774,0.642,0.722,0.944,0.205,0.974,0.977,-0.870,-0.695]

Rozwigzanie to jest raczej powolne i lepiej jest wykorzysta¢ do tego celu dostepna w SymPy
funkcje sympy . 1ambdi fy. Funkcja ta zwraca funkcje pozwalajaca na wydajng ewaluacje wyrazenia,
ktére wraz z zestawem wolnych symboli ta pierwsza przyjmuje jako argumenty. Zwrdcona
funkcja przyjmuje tyle argumentdw, ile zostato przekazanych wolnych symboli (w pierwszym
argumencie) do funkcji sympy.1ambdify.

In [106]: expr_func = sympy.lambdify(x, expr)
In [107]: expr_func(1.0)
Out[107]: 0.773942685266709

Zauwaz, ze funkcja expr_func oczekuje na wejéciu tylko wartosci liczbowych (skalarnych)

i nie mozna do niej przekaza¢ na przyktad symbolu. Jej dziatanie jest ograniczone jedynie do
obliczenia wartosci powigzanego wyrazenia. Funkcja expr_func utworzona powyzej jest funkcja
skalarna, ktéra nie pozwala na uzycie tablic NumPy jako jej argumentu w sposéb oméwiony

w rozdziale 2. Biblioteka SymPy umozliwia réwniez generowanie funkcji wspdtpracujacych

z tablicami NumPy. Funkgcje takie mozna otrzyma¢ w wyniku przekazania funkeji sympy . 1ambdi fy
jako trzeciego, opcjonalnego, argumentu 'numpy'. SymPy utworzy wtedy zwektoryzowang
funkcje, ktora bedzie przyjmowata na wejsciu tablice. Ogdlnie rzecz biorac, jest to wydajny
sposob ewaluacji wyrazen symbolicznych powigzanych z duzg liczbg parametréw wejsciowych?.

* Zobacz tez funkcje ufuncify z modutu sympy.utilities.autowrap i theano_function z modutu
sympy.printing.theanocode. Zapewniaja one te same funkcjonalnosci, co sympy . 1ambdi fy,
ale wykorzystuja do tego inne backendy obliczeniowe.
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Ponizszy kod ilustruje, w jaki sposdb wyrazenie expr jest konwertowane na zwektoryzowang

funkcje przyjmujaca tablice NumPy, ktéra umozliwia wydajne przeprowadzenie jego ewaluacji:

In [108]: expr_func = sympy.lambdify(x, expr, 'numpy')

In [109]: import numpy as np

In [110]: xvalues = np.arange(0, 10)

In [111]: expr_func(xvalues)

Out[111]: array([O. , 0.77394269, 0.64198244, 0.72163867, 0.94361635,
0.20523391, 0.97398794, 0.97734066, -0.87034418, -0.69512687])

Ta metoda generowania danych z wyrazen SymPy przydaje si¢ podczas tworzenia wykresdéw
i w innych zorientowanych na dane zastosowaniach.

Rachunek rézniczkowy

Dotychczas pokazatem sposoby reprezentacji wyrazen matematycznych w SymPy i podstawowe
sposoby ich przeksztalcania i upraszczania. Wyposazeni w te wiedzg, jestesmy gotowi na spojrzenie
na symboliczny rachunek rézniczkowy, lub inaczej: na analiz¢ matematyczna, ktéra stanowi
podstawowe narzedzie matematyki stosowanej i ma wiele zastosowan w nauce i inzynierii.
Gléwne koncepcje rachunku rézniczkowego stanowia: zmiana wartosci funkeji zwigzana

ze zmiang wartoéci jej parametréw (opisywana za pomocg pochodnych i rézniczek) oraz
kumulacje wartosci w danych zakresach opisywane przez catki. W tym podrozdziale

dowiesz sie, jak oblicza¢ pochodne i catki w SymPy.

Pochodne

Pochodna funkgji opisuje szybkos§¢ zmiany jej wartosci w danym punkcie. W SymPy mozemy ja
obliczy¢ za pomoca sympy.diff lub metody diff dostepnej w obiekcie reprezentujacym dane
wyrazenie. Argumentem obu tych funkgji jest symbol lub pewna liczba symboli, wzgledem
ktérych nalezy ustali¢ wartoé¢ pochodnej. Pochodng pierwszego rzedu funkeji abstrakeyjnej flx)
wzgledem zmiennej x mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob:

In [112]: f = sympy.Function('f")(x)
In [113]: sympy.diff(f, x) #Odpowiednik wywotania f.diff(x)

Out[113]: a f(x)
ax
Aby przedstawi¢ pochodne wyzszych rzedéw, wystarczy powtorzy¢ symbol x na liscie

argumentow funkeji sympy.diff lub po przekazaniu symbolu zmiennej okresli¢ rzad pochodnej
wzgledem tej zmiennej przy uzyciu liczby catkowitej:

In [114]: sympy.diff(f, x, x)
d2

WHHM:EFHH

In [115]: sympy.diff(f, x, 3)

3
Out[115]: % f(x) # Odpowiednik wywotania sympy.diff(f, x, x, x)
X
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Metode te mozna fatwo rozszerzy¢ na funkcje wielu zmiennych:

In [116]: g = sympy.Function('g")(x, y)
In [117]: g.diff(x, y) #Odpowiednik wywolania sympy.diff(g, x, y)

2

oxay
In [118]: g.diff(x, 3, y, 2) #Odpowiednik wywolania sympy.diff(g, x, x, x, y, y)

5

p)
Out[118]: ———g(x,
ut[118] 3y a(x.y)

Out[117]:

g(xy)

Powyzsze przyklady pokazujg jedynie formalne pochodne nieokreslonych funkgji.
Oczywiscie w SymPy mozna réwniez oblicza¢ pochodne zdefiniowanych funkgji i wyrazen.
W efekcie powstajg nowe wyrazenia reprezentujace pochodne. Na przykltad z wykorzystaniem
sympy .di ff mozemy fatwo obliczy¢ pochodne dowolnych wyrazen matematycznych, takich
jak wielomiany:

In [119]: expr = x**4 + x**3 + x**2 + x + 1
In [120]: expr.diff(x)

Out[120]: 4x + 3x: + 2x + 1

In [121]: expr.diff(x, x)

OQut[121]: 2(6x: + 3x + 1)

In [122]: expr = (x + 1)**3 * y ** 2 * (z - 1)
In [123]: expr.diff(x, y, z)

Out[123]: 6y(x + 1):

jak réwniez funkcje trygonometryczne i bardziej ztozone wyrazenia:

In [124]: expr = sympy.sin(x * y) * sympy.cos(x / 2)
In [125]: expr.diff(x)

X 1. (x).
Out[125]: ycos[ijoos(xy)—asm[zjsm(xy)

In [126]: expr = sympy.functions.special.polynomials.hermite(x, 0)
In [127]: expr.diff(x).doit()

x 1
2" | 0-=+=
Jrepo ygamm( 2" 2] N 2Jnlog(2)
2F[—5+£] I“(—5+£)
2 2 2 2
Pochodne zazwyczaj sg stosunkowo tatwe do obliczenia, a funkcja sympy.diff powinna

by¢ w stanie obliczy¢ pochodna wiekszosci standardowych funkcji matematycznych
zdefiniowanych w SymPy.

Out[127]:

Zauwaz, ze w powyzszych przykladach wywotanie sympy.diff skutkuje powstaniem nowego
wyrazenia. Jezeli chciatby$ przedstawi¢ pochodng okreslonego wyrazenia w sposéb symboliczny,
mozesz skorzystaé z instancji klasy sympy .Derivative. Pierwszy argument jej konstruktora to
wyrazenie, a dalsze to symbole odnoszace si¢ do pochodnej, ktéra ma by¢ obliczona:

In [128]: d = sympy.Derivative(sympy.exp(sympy.cos(x)), X)
In [129]: d

Out[129]: 9 e
dx
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Nastepnie przedstawiona w ten sposéb pochodna moze zosta¢ obliczona z uzyciem metody
doit dostepnej w obiekcie klasy sympy.Deriviative:
In [130]: d.doit()
OQut[130]: —e=wsin(x)

Ten wzorzec opdznionej ewaluacji wystepuje w calej bibliotece SymPy, a mozliwo$¢ petnej
kontroli nad tym, kiedy nastepuje ewaluacja wyrazenia, przydaje si¢ w wielu sytuacjach,
w szczego6lnosci w pracy z wyrazeniami, ktére mozna uprosci¢ lub przeksztalci¢ jedynie
przed obliczeniem ich wartosci.

Calki

W SymPy do obliczania catek stuzy funkcja sympy.integrate, a wyrazenia zawierajace formalne
catki mogg by¢ reprezentowane za pomoca obiektow klasy sympy.Integral (ktére, podobnie
jak obiekty sympy.Deriviative, mozna jawnie obliczy¢ przez wywolanie doit). Istnieja dwa
podstawowe rodzaje calek: catki oznaczone i calki nieoznaczone. Catka oznaczona ma okre$lone
granice catkowania i moze by¢ interpretowana jako obszar lub objetos¢, natomiast catka
nieoznaczona nie ma granic i oznacza funkcje pierwotng (odwrotno$¢ pochodnej). Oba rodzaje
calek sg obstugiwane przez funkcje sympy.integrate.

Jezeli funkcja sympy . integrate zostanie wywotana tylko z jednym argumentem bedacym
wyrazeniem matematycznym, obliczona zostanie catka nieoznaczona. W przypadku catek
oznaczonych do funkeji sympy. integrate nalezy dodatkowo przekaza¢ krotke postaci (x, a, b)
(gdzie x oznacza zmienng, wzgledem ktorej nastepuje calkowanie, a a i b to granice tej operacji).
Dla funkgji jednej zmiennej f(x) catka nieoznaczona i oznaczona obliczane s w nastepujacy sposob:
In [131]: a, b, x, y = sympy.symbols("a, b, x, y")

...: f = sympy.Function("f")(x)
In [132]: sympy.integrate(f)
out[132]: j f (x)dx
In [133]: sympy.integrate(f, (x, a, b))

b
out[133]: jf(x)dx

W przypadku zastosowania tych metod do funkcji jawnych nastepuje obliczenie cafek:

In [134]: sympy.integrate(sympy.sin(x))

Out[134]: —cos(x)

In [135]: sympy.integrate(sympy.sin(x), (x, a, b))
Out[135]: cos(a) — cos(b)

Calki oznaczone moga réwniez zawiera¢ granice, ktérych wartosci rozciaggaja si¢ od minus
nieskonczonoéci do plus nieskonczonosci. Do ich zapisania nalezy uzy¢ symbolu nieskonczonoéci
reprezentowanego w SymPy przez oo:

In [136]: sympy.integrate(sympy.exp(-x**2), (x, 0, 00))
Jn

Out[136]: ~—
ut[136]: =

In [137]: a, b, ¢ = sympy.symbols("a, b, c", positive=True)
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In [138]: sympy.integrate(a * sympy.exp(-((x-b)/c)**2), (x, -o00, 00))
Out[138]: +/mac

Rozwiagzywanie calek symbolicznie jest ogélnie trudnym problemem, a SymPy nie bedzie
w stanie zwroci¢ symbolicznych wynikéw w zasadzie dla zadnej calki, ktéra mozesz wymyslic.
Gdy SymPy nie potrafi symbolicznie rozwigza¢ calki, zwracany jest obiekt klasy sympy.Integral,
reprezentujacy ja w formalny sposéb.

In [139]: sympy.integrate(sympy.sin(x * sympy.cos(x)))
out[139]: J' sin(xcos(x) Jdx

sympy.integrate umie réwniez oblicza¢ calki wyrazen zawierajacych wiele zmiennych.
W przypadku calki nieoznaczonej z wyrazenia wielu zmiennych nalezy wyraznie zaznaczy¢,
ktora ze zmiennych jest zmienng calkowania:

In [140]: expr = sympy.sin(x*sympy.exp(y))
In [141]: sympy.integrate(expr, x)
Out[141]: —e-cos(xe’)
In [142]: expr = (x + y)**2
In [143]: sympy.integrate(expr, x)

3

Out[143]: X?+ X2y + xy?

Calki wielokrotne mozna oblicza¢ przez przekazanie funkeji sympy. integrate wiecej niz
jednego symbolu lub wielu krotek zawierajacych symbole i zwigzane z nimi granice catkowania:
In [144]: sympy.integrate(expr, X, Yy)

3 2,,2 3
out[144]: XY XY X

3 2 3

In [145]: sympy.integrate(expr, (x, 0, 1), (y, 0, 1))
7

Qut[145]: —

ut[145] 5

Szeregi

Rozwinigcie funkcji w szereg to wazne narzedzie w wielu dziedzinach obliczeniowych,
pozwalajace na przedstawienie dowolnej funkcji w postaci wielomianu o wspdtczynnikach
bedacych wartoéciami kolejnych pochodnych w punkcie, wokoét ktdrego przeprowadzane jest
rozwiniecie. Obcigcie szeregu po n-tym wyrazie pozwala uzyskaé aproksymacje rozwijane;j
funkcji n-tego rzedu. W SymPy rozwiniecie funkgeji lub wyrazenia w szereg mozna obliczy¢
za pomocy funkcji sympy.series lub metody series dostepnej w obiekcie reprezentujacym
wyrazenie SymPy. Pierwszym argumentem sympy.series jest funkcja lub wyrazenie, ktére maja
zosta¢ rozwiniete, po nich za$ nalezy poda¢ symbol, w odniesieniu do ktérego ma nastapi¢
rozwinigcie (mozna go poming¢ w przypadku wyrazen i funkeji jednej zmiennej). Ponadto
istnieje mozliwo$¢ okreslenia: punktu, w ktérego otoczeniu nastapi rozwiniecie (parametr x0,
domyslnie x0=0), dlugosci rozwiniecia (parametr n, domyslnie n=6) oraz kierunku, w ktérym
nastepuje obliczanie wartoéci szeregu, tj. czy w otoczeniu punktu x0 stosowana jest lewo-

czy prawostronna granica (parametr dir, domy$lnie granica prawostronna dir="+").
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Dla nieokreglonej funkcji flx) rozwinigcie w szereg ograniczony do szeéciu wyrazéw
w otoczeniu punktu x0=0 oblicza si¢ w nastepujacy sposob:
In [146]: x, y = sympy.symbols("x, y")

In [147]: f = sympy.Function("f")(x)
In [148]: sympy. series(f Xx)

Out[148]: f(0)+x) f(x)|xo+—— ()|Xo+—— =

2d2 6d3 ()le 120d5 ()le ()

Aby zmieni¢ punkt, w ktdrego otoczeniu nastepuje rozwiniecie, nalezy okresli¢ warto$¢
argumentu x0, tak jak w ponizszym przykladzie:

24d4

In [149]: x0 = sympy.Symbol("{x_0}")
In [150]: f.series(x, x0, n=2)

Out[150]: f(x)+(x— xo) +0((x= %)% x> %)

a=x0

Aby ograniczy¢ dlugo$¢ rozwiniecia do dwdch skladnikéw, w powyzszym przyktadzie
skorzystano z parametru n=2. Zwr6¢ uwage, ze btad spowodowany obcieciem szeregu jest
reprezentowany przez obiekt wskazujacy jego rzad O(...) (ang. order object). Obiekt ten przydaje
si¢ podczas $ledzenia rzedu wyrazenia w trakcie operacji na szeregach, na przyktad w trakcie
dodawania lub mnozenia réznych rozwini¢é. Jednak aby obliczy¢ konkretng warto$¢ danego
rozwiniecia, trzeba je usung¢. Mozna to zrobi¢ z wykorzystaniem metody remove0:

In [151]: f.series(x, x0, n=2) .remove0()
0ut[151]: (%) +(x— xo) (él)l

a=x0

Poza pokazanymi powyzej rozwinieciami nieokreslonej funkgji f(x) SymPy pozwala oblicza¢
rozwiniecia dla okreslonych funkeji i wyrazen, w wyniku ktérych otrzymasz konkretne formuty
matematyczne. Mozna w ten sposob obliczy¢ na przyklad powszechnie znane rozwiniecia wielu
standardowych funkgji:
In [152]: sympy.cos(x).series()

X2 x*
Out[152]: 1-Z—+=—+0O(x®
[152] >t oa (x%)

In [153]: sympy.sin(x).series()
3

Out[153]: 1—X—+X—+O(x )

6 120
In [154]: sympy.exp(x).series()
2 3 4 5
Out[154]: Lex+ g X X >(—+O(x6)
2 6 24 120

In [155]: (1/(1+x)).series()
Out[155]: 1-x+x*—x3+x* = x*+0O(x®)

a takze dowolnych innych funkeji i wyrazen zawierajacych symbole, ktére w ogdlnosci moga
by¢ rowniez funkcjami wielu zmiennych:

In [156]: expr = sympy.cos(x) / (1 + sympy.sin(x * y))
In [157]: expr.series(x, n=4)
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3

Out[157]: l—Xy+X2 yz—l +x° _Si.'.l +O(X4)
2 6 2
In [158]: expr.series(y, n=4)

Out[158]: cos(x)— xycos(x) + x>y cos(x) —

3,,3
5x°y 6cos(x) +o(y)

Granice

Granice sg kolejnym waznym narze¢dziem analizy matematycznej. Granica funkeji reprezentuje
jej warto$¢ w momencie, w ktoérym jeden z jej argumentow zbliza si¢ do okreslonej wartosci
lub plus/minus nieskoficzonosci. Przykladem granicy jest jedna z definicji pochodnej:

d .
—f(X)=lim
> (x) =li

h—0

f(x+h)-f(x)
h

Chociaz granice to narzedzie bardziej teoretyczne, ktére, w odréznieniu od chocby
rozwiniecia w szereg, nie ma zbyt wielu praktycznych zastosowan, mozliwo$¢ ich obliczenia
przy uzyciu SymPy nadal moze by¢ przydatna. W SymPy granice mozna oblicza¢ za pomoca
funkcji sympy.1imit, ktéra przyjmuje nastepujace argumenty: wyrazenie, symbol, ktérego
warto$¢ sie zmienia, i wartos$¢, do ktorej zmierza zadany symbol. Na przykiad granice funkcji

SiLXX przy x dazacym do zera, tj. IingSiLXX , mozna obliczy¢ w nastepujacy sposob:

In [159]: sympy.limit(sympy.sin(x) / x, x, 0)
Out[159]: 1

Jak mozna si¢ bylo spodziewa¢, warto$¢ tej granicy to 1. Funkcja sympy.1imit moze stuzy¢
réwniez do obliczania granic symbolicznych, na przykltad pochodnej przy uzyciu pokazanej
powyzej definicji (oczywiscie bardziej efektywne bytoby zastosowanie funkeji sympy.diff):

In [160]: f = sympy.Function('f")

...: X, h = sympy.symbols("x, h")
In [161]: diff limit = (f(x + h) - f(x))/h
In [162]: sympy.limit(diff_limit.subs(f, sympy.cos), h, 0)
OQut[162]: —=sin(x)
In [163]: sympy.limit(diff limit.subs(f, sympy.sin), h, 0)
Out[163]: cos(x)

Bardziej praktycznym przykladem uzycia granic jest poszukiwanie asymptoty ukosnej funkgji, gdy
2
zmienna zalezna dazy na przyktad do nieskonczonosci. Dana jest funkcja f(x) = X2x_—32X
ze interesuje Ci¢ jej zachowanie dla duzych wartosci x. Asymptota uko$na ma ogdlng posta¢ f(x)
= px + q, a parametry p i ¢ mozna obliczy¢ z wykorzystaniem sympy.1imit w nastepujacy sposob:

. Powiedzmy,

In [164]: expr = (x**2 - 3*x) / (2*x - 2)

In [165]: p = sympy.limit(expr/x, X, sympy.oo0)

In [166]: g = sympy.limit(expr - p*x, X, sympy.o0)
In [167]: p, q

Out[167]: (%,—1}

Zatem dla duzych warto$ci x wartoéci f(x) daza do warto$ci funkcji liniowej f(x) =§—1.
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Sumy i iloczyny uogdélnione

Sumy i iloczyny uogdlnione mogg by¢ symbolicznie reprezentowane za pomoca klas sympy . Sum
i sympy . Product. Oba konstruktory jako pierwszy argument przyjmuja wyrazenie, drugi za$
argument to krotka postaci (n, nl, n2), gdzie n jest symbolem, a n11in2 sg dolng i gérna
granica zmiany wartosci n, odpowiednio w sumie i iloczynie. Po utworzeniu obiektéw
sympy.Sum i sympy . Product ich ewaluacja jest mozliwa przy uzyciu metody doit:

In [168]: n = sympy.symbols("n", integer=True)
In [169]: x = sympy.Sum(1l/(n**2), (n, 1, o00))
In [170]: x

out[170]: S
In [171]: x.doit()

out[171]: =

ut[171] 5

In [172]: x = sympy.Product(n, (n, 1, 7))
In [173]: x

7
Out[173]: Hn
1

In [174]: x.doit()
Out[174]: 5040

Zauwaz, ze w powyzszym przykladzie gérna granicg sumy jest nieskoniczonos¢. Jest zatem
jasne, ze warto$¢ tej sumy nie zostala obliczona przez dodawanie do siebie kolejnych liczb,
lecz analitycznie. SymPy moze ewaluowa¢ wiele sum tego typu, w tym sumy, ktérych skladniki
zawierajg zmienne symboliczne inne niz indeks sumowania, na przyklad:
In [175]: x = sympy.Symbol("x")

In [176]: sympy.Sum((x)**n/(sympy.factorial(n)), (n, 1, 00)).doit().simplify()
Out[176]: e—-1

Rownania

Rozwigzywanie rownan to jedna z podstawowych i niezmiernie waznych umiejetno$ci

matematycznych, ktéra znajduje zastosowanie w prawie kazdej galezi nauki i techniki. SymPy

potrafi rozwigzywa¢ symbolicznie réznorodne réwnania, jednak wiele réwnan po prostu nie ma

rozwigzania analitycznego. Jezeli jednak réwnanie lub uklad réwnan da si¢ rozwigza¢ w sposéb

analityczny, jest duza szansa, ze SymPy bedzie w stanie to zrobi¢. Jezeli rGwnanie nie jest

rozwigzywalne analitycznie, jedyna opcjg moze by¢ zastosowanie jednej z metod numerycznych.
W najprostszym przypadku rozwigzywanie rdwnania sprowadza sie do rozwigzania

pojedynczego réwnania jednej zmiennej bez dodatkowych parametréw. Przykladem takiego

problemu jest znalezienie wartosci x spelniajgcej rownanie wielomianowe stopnia drugiego

x* + 2x - 3 =0. To réwnanie jest oczywiscie tatwe do rozwigzania, nawet na papierze, ale

do znalezienia jego rozwiazania w SymPy mozna zastosowa¢ funkcje sympy .solve:

In [177]: x = sympy.Symbol("x")

In [178]: sympy.solve(x**2 + 2*x - 3)
Out[178]: [-3,1]
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Funkcja zwrdcita dwa rozwigzania x = -3 i x = 1. Argumentem funkcji sympy.solve jest
wyrazenie, ktére zostanie rozwigzane przy zalozeniu, ze jego wartos¢ jest rbwna zero. Gdy
wyrazenie zawiera wiecej niz jeden symbol, zmienna, ktorej wartos¢ jest poszukiwana, musi
zosta¢ podana jako drugi argument. Na przyklad:

In [179]: a, b, ¢ = sympy.symbols("a, b, c")
In [180]: sympy.solve(a * x**2 + b * x + ¢, x)

Out[180]: {Zi[—b+ Vb? —4acj,—2i(b+\/b2 —4acﬂ
a a
W tym przypadku otrzymane rozwigzanie to wyrazenie zalezne od symboli reprezentujacych
parametry wystepujace w rownaniu.
Funkcja sympy.solve moze réwniez rozwigzywa¢ inne typy réwnan, w tym réwnania
trygonometryczne:

In [181]: sympy.solve(sympy.sin(x) - sympy.cos(x), x)
3n

Qut[181]: |-—

ut[181] { 4}

oraz rOwnania, ktorych rozwiazanie mozna wyrazi¢ w kategoriach funkcji specjalnych:
y

In [182]: sympy.solve(sympy.exp(x) + 2 * x, x)
0ut[182] [-Lambertw@ﬂ

Niestety, podczas rozwigzywania réwnan ogélnych, nawet jednej zmiennej, czgsto spotyka
sie rownania, ktore nie majg rozwigzan analitycznych, lub réwnania, ktérych SymPy nie jest
w stanie rozwigzaé. W takich przypadkach SymPy zwrdci rozwigzanie formalne, ktére w razie
potrzeby mozna podda¢ ewaluacji numerycznej, lub zgtosi wyjatek, jezeli w jego zasobach
nie znajduje si¢ zadna metoda, ktdra potrafitaby rozwigza¢ formalnie dane réwnanie:

In [183]: sympy.solve(x**5 - x**2 + 1, X)

Out[183]: [CRootOf(x: — x: + 1,0), CRootOf(x: — x- + 1,1), CRootOf(x: — x: + 1,2),
CRootOf (x — x + 1,3),CRootOf(x — x + 1,4)]

In [184]: sympy.solve(sympy.tan(x) + x, x)

>NotImplementedError Traceback (most recent call last)

NotImplementedError: multiple generators [x, tan(x)] No algorithms are implemented to
>solve equation x + tan(x)

Rozwigzanie uktadu réwnan wiecej niz jednej zmiennej w SymPy to proste uogélnienie
procedury stosowanej do rozwigzywania rownan jednej zmiennej. Aby rozwigza¢ uktad réwnan,
W pierwszym argumencie sympy . solve zamiast pojedynczego wyrazenia przekazuje sie liste wyrazen,
a w drugim liste symboli, ktére s3 zmiennymi. Dwa ponizsze przyklady pokazuja, w jaki sposéb
mozna rozwigza¢ dwa — liniowy i nieliniowy — uklady réwnan dwdch zmiennych x i y:

In [185]: eql = x +2 *y -1
.. €02 =x-y+1
In [186]: sympy.solve([eql, eq2], [x, y], dict=True)
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Out[186]: Hx:—%,y:éﬂ

In [187]: eql = x**2 - y

ce.l €02 = yFF2 - X
In [188]: sols = sympy.solve([eql, eq2], [x, y], dict=True)
In [189]: sols

Out[189]: {x:O,y:O},{x:J,y:l},{x:—1 ‘/5' Vi 1 ‘/25'}{ ﬁ__?"i ‘/g'}

2

Zauwaz, ze w obu przypadkach funkcja sympy.solve zwraca liste, ktérej poszczegolne
elementy reprezentuja rozwigzania ukladu. W wywotaniach zastosowatem réwniez opcjonalny
argument dict=True, powodujacy, ze kazde zwrdcone rozwiagzania ma forme stownika,

w ktérym dany symbol jest powigzany z odpowiadajaca mu wartoscig. Stownik ten mozna
wygodnie wykorzystaé na przyklad w wywotaniu metody sub, ktéra w ponizszym kodzie stuzy
do sprawdzenia, czy kazde znalezione rozwigzanie rzeczywiscie spelnia obydwa réwnania:

In [190]: [eql.subs(sol).simplify() == 0 and eq2.subs(sol).simplify() == 0 for sol in sols]
Out[190]: [True, True, True, True]

Algebra liniowa

Algebra liniowa to kolejna z podstawowych gatezi matematyki majaca zastosowanie w obliczeniach
naukowych i technicznych. Przedmiotem zainteresowania algebry liniowej s3 wektory, przestrzenie
wektorowe i odwzorowania liniowe pomiedzy nimi, ktére mozna przedstawi¢ w postaci macierzy.
W SymPy wektory i macierze, ktérych elementy moga by¢ liczbami, symbolami, a nawet
dowolnymi wyrazeniami symbolicznymi, moga by¢ reprezentowane za pomoca obiektéw klasy
sympy .Matrix. Aby utworzy¢ macierz zawierajaca wartosci liczbowe, mozesz, podobnie

jak w przypadku omawianych w rozdziale 2. tablic NumPy, przekaza¢ liste wartosci

do konstruktora sympy .Matrix:

In [191]: sympy.Matrix([1, 2])

Out[191]: H

In [192]: sympy.Matrix([[1, 2]])
out[192]: [1 2]
In [193]: sympy.Matrix([[1, 2], [3, 41])

Out[193]: [; ﬂ

Jak pokazuje ten przyktad, przekazanie pojedynczej listy powoduje powstanie wektora
kolumnowego, a do utworzenia macierzy konieczna jest zagniezdzona lista warto$ci. Zauwaz,
ze w przeciwienstwie do omawianych w rozdziale 2. tablic wielowymiarowych NumPy obiekt
sympy.Matrix jest przeznaczony tylko do reprezentacji tablic dwuwymiarowych, czyli macierzy
i wektoréw. Innym sposobem na utworzenie nowej instancji sympy .Matrix jest przekazanie
do konstruktora informacji o liczbie wierszy i kolumn oraz funkcji przeksztalcajacej indeksy
kolumny i wiersza w warto$¢ elementu:
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In [194]: sympy.Matrix(3, 4, lambda m, n: 10 * m + n)

Out[194] : {a"i +bX2J
cx, + dx,

Najpotezniejsza cechg obiektéw macierzowych SymPy, ktéra odroéznia je na przyktad
od tablic NumPy, jest mozliwo$¢ umieszczenia w nich elementéw bedacych wyrazeniami
symbolicznymi. Na przyklad dowolng macierz 2x2 mozna przedstawi¢ za pomocg zmiennych
symbolicznych odpowiadajacych wszystkim jej elementom:

In [195]: a, b, ¢, d = sympy.symbols("a, b, c, d")

In [196]: M = sympy.Matrix([[a, b], [c, d]])
In [197]: M

Out[197]: {z Z}

Oczywiscie macierze tego typu moga by¢ takze stosowane w obliczeniach, ktérych wyniki
zostajg nastepnie sparametryzowane za pomoca wartosci elementéw symbolicznych. Dla obiektow
macierzowych zaimplementowano popularne operatory arytmetyczne, nalezy jednak zauwazy¢,
ze w przypadku operacji na macierzach SymPy operator mnozenia * oznacza mnozenie macierzy:

In [198]: M * M
0ut[198] : a’+bc ab+hd
ac+cd bc+d?
In [199]: x = sympy Matrix(sympy.symbols("x_1, x_2"))
In [200]: M *
ax bx,
Out[200]: Lxl dxj

Oprocz operacji arytmetycznych zaimplementowanych jako funkcje SymPy i metody klasy
sympy.Matrix w bibliotece zaimplementowano wiele znanych z algebry liniowej operacji
wektorowych i macierzowych. Tabela 3.4 zawiera przeglad czesto uzywanych funkeji zwigzanych
z algebra liniowg (aby zapoznac sie z pelng lista dostepnych mozliwosci, zajrzyj do dokumentacji
sympy .Matrix). Macierze SymPy moga by¢ takze uzywane w sposdb zorientowany na elementy
z wykorzystaniem operatoréw indeksowania i zakresu. Dziatanie tych operatoré6w odpowiada
dzialaniu znanemu z tablic NumPy, ktére oméwilem w rozdziale 2.

Jako przyklad problemu niedajacego sie rozwiazaé za pomoca czysto numerycznego
podejscia, a mozliwego do rozwiazania za pomoca symbolicznej algebry liniowej w SymPy,
rozwaz nastepujacy sparametryzowany uklad réwnan liniowych:

x+py="by,
qx+y=b,

ktoéry mialby zosta¢ rozwiazany dla nieznanych zmiennych x i y. W uktadzie tym p, g, b1 i b,
s3 nieokreslonymi parametrami. W postaci macierzowej uklad ten mozna zapisa¢ jako:

a 26
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Tabela 3.4. Wybrane funkcje i metody wykorzystywane z macierzami w SymPy

Funkcja/metoda Opis

transpose/T Transpozycja macierzy.

adjoint/H Macierz dofaczona.

trace Slad macierzy (suma wyrazéw na przekatne;j).

det Wyznacznik macierzy.

inv Macierz odwrotna.

LUdecomposition  Rozktad LU macierzy.

LUsolve Rozwigzanie ukladu réwnan (znalezienie wektora x) zapisanego w postaci
Mx = b z wykorzystaniem rozktadu LU.

QRdecomposition  Rozklad QR macierzy.

QRsolve Rozwigzanie ukladu réwnan (znalezienie wektora x) zapisanego w postaci

diagonalize

norm

nullspace

rank
singular_values

solve

Mx = b z wykorzystaniem rozktadu QR.

Diagonalizacja macierzy M, czyli rozktad macierzy do postaci D = P""MP,
gdzie D jest macierza diagonalng.

Norma macierzy.

Jadro (zbiér wektoréw rozpinajacych przestrzen zerows) macierzy.
Rzad macierzy.

Oblicza wartosci osobliwe (singularne) macierzy.

Rozwigzuje uklad réwnan postaci Mx = b

Rozwigzujac ten uklad metodami czysto numerycznymi, przed przystapieniem do rozwigzania
z wykorzystaniem na przyklad metody rozktadu LU (lub poszukiwania macierzy odwrotnej)
macierzy po lewej stronie réwnania nalezaloby najpierw wybra¢ okreslone wartoéci parametréw

p iq. Dzieki zastosowaniu podejscia symbolicznego mozesz rozwigza¢ ten uktad w taki sam
sposdb jak podczas recznych obliczeri. W SymPy mozesz po prostu zdefiniowaé symbole
nieznanych zmiennych i parametréw oraz utworzy¢ wymagane obiekty macierzowe:

In [201]:
In [202]:
In [203]:

Out[203]

p
M
M
b

In [205]: b

Out[205]: [b

In [204]:
:[bl b2]

q = sympy.symbols("p, q")
sympy.Matrix([[1, p], [q, 111)

1 p
q 1

sympy .Matrix(sympy.symbols("b 1, b 2"))

Nastepnie do rozwigzania ukladu mozesz zastosowa¢ na przyktad metode LUsolve:

In [206]: x = M.LUsolve(b)

In [207]: x
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p(-bg-+b,)

0ut [207]: —bl_ngb;rl

-pq+1

Innym sposobem jest bezposrednie obliczenie odwrotno$ci macierzy Mi przemnozenie jej
przez wektor b:

In [208]: x = M.inv() * b

In [209]: x
bl[ P +1]— b,p
Out[209]: | \~Patl ) —pq+l
__ba b
-pgq+l -pgq+l

Jednakze znalezienie odwrotno$ci macierzy to problem trudniejszy niz znalezienie rozktadu LU.
Dlatego jezeli jedynym celem prowadzonych obliczen jest rozwigzanie réwnania Mx = b (tak jak
w powyzszym przypadku), to wydajniejsze bedzie wykorzystanie rozkltadu LU. Roznice staja sie
szczegolnie widoczne w przypadku wiekszych ukladéw réwnan. Uzycie obu metod daje w efekcie
wyrazenie symboliczne opisujace rozwigzanie, ktérego wartos¢ liczbowa jest tatwa do ustalenia
dla dowolnych parametréw, bez koniecznosci ponownego rozwigzania uktadu. Przyktad ten
pokazuje site obliczen symbolicznych i potwierdza, ze czasem mogg one by¢ lepszym rozwigzaniem
niz bezposrednie obliczenia numeryczne. Rozwazany tutaj przyklad mozna oczywiscie fatwo
rozwigzaé recznie, ale wraz ze wzrostem liczby réwnan i nieokreslonych parametréw recznie
prowadzone obliczenia analityczne szybko stajg si¢ zbyt zlozone i ucigzliwe. Wykorzystanie
systemdéw CAS, takich jak SymPy, umozliwia analityczne rozwigzywanie o wiele bardziej
ztozonych probleméw, ktorych rozwigzanie na papierze nie byloby mozliwe.

Podsumowanie

Rozdzial ten zawiera wprowadzenie do wspomaganych komputerowo obliczen symbolicznych
z uzyciem Pythona i biblioteki SymPy. Chociaz techniki analityczne i numeryczne czesto sa
rozpatrywane osobno, faktem jest, ze metody analityczne lezg u podstaw wszystkich metod
obliczeniowych i s3 niezbedne podczas opracowywania metod i algorytméw numerycznych.
Niezaleznie od tego, czy obliczenia analityczne sg prowadzone recznie czy przy uzyciu systemu
CAS, takiego jak SymPy, stanowig one niezbedne narzedzie w pracy obliczeniowej. Zachecam
wszystkich czytelnikéw do przyjecia nastepujgcego podejscia. Poniewaz metody analityczne
i numeryczne sg ze sobg $cisle powigzane, czesto warto rozpocza¢ analize problemu
obliczeniowego od zastosowania metod analitycznych i symbolicznych. Dopiero kiedy takie
metody zawioda, nalezy skorzysta¢ z metod numerycznych. Uzycie metod numerycznych
przed przeprowadzeniem analizy problemu od strony analitycznej spowoduje, ze bedziesz
rozwigzywal bardziej skomplikowany problem obliczeniowy, niz jest to naprawde konieczne.
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Materiaty dodatkowe

Krétkie i szybkie wprowadzenie do SymPy znajdziesz na przyktad w ksigzce Lamy (2013).
Oficjalna dokumentacja SymPy zawiera réwniez §wietny poradnik ufatwiajacy rozpoczecie
pracy z SymPy. Jest on dostepny na stronie http://docs.sympy.org/latest/tutorial/index.html.

Bibliografia

R. Lamy, Instant SymPy Starter, Packt, Mumbai 2013.
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Python: jezyk, ktory naukowcy
lubig najbardziej!

Nie tylko programisci lubig Pythona. Rowniez naukowcy i analitycy danych coraz czesciej korzystaja z tego
jezyka, zwtaszcza ze przed praktykami obliczeniowymi otwieraja sie niespotykane mozliwosci. Rozwoj
sprzetu, oprogramowania i algorytméw pozwala smiato wkracza¢ w nowe obszary zastosowania i tworzy¢
nowe branze. W dalszym ciagu jednak prowadzenie obliczer pozostaje dziedzing interdyscyplinarna,
wymagajaca wiedzy matematycznej i myslenia naukowego. Jesli chce sie wykorzystac¢ do obliczeri nowocze-
sne technologie, takie jak Python wraz z szerokim ekosystemem bibliotek i rozszerzen, trzeba tez posiadac
praktyczne umiejetnosci programowania.

W tej ksiazce wyczerpujaco przedstawiono nowoczesne metody rozwigzywania problemow obliczeniowych

z tak réznych dziedzin, jak badania naukowe, inzynieria, finanse czy analiza danych za pomoca Pythona i jego
bibliotek. Omoéwiono réwniez wiele technik, w tym obliczenia oparte na tablicach, obliczenia symboliczne,
metody wizualizacji danych, numeryczne operacje wejscia-wyjscia, rozwiazywanie rownari, optymalizacje,
interpolacje czy catkowanie. Pokazano takze, jak rozwiazywac problemy obliczeniowe charakterystyczne dla
takich dziedzin jak rozwigzywanie réwnan rézniczkowych, analiza danych, modelowanie statystyczne i ucze-
nie maszynowe. Znalazto sie tu tez wiele studiow przypadkéw, ukazujacych zastosowanie Pythona w analizie
danych i statystyce.

W ksiazce miedzy innymi:

¢ wektory i macierze w NumPy

» wykresy i wizualizacje danych w Matplotlib

¢ analiza danych z pandas i SciPy

* modelowanie statystyczne i uczenie maszynowe ze statsmodels i scikit-learn
¢ optymalizacja kodu za pomoca Numba i Cython

Dr Robert Johansson jest doswiadczonym programista Pythona. Od ponad dziesieciu lat zajmuje sie
obliczeniami naukowymi. Wspdttworzyt popularny framework QuTiP do symulaciji dynamiki uktadéw
kwantowych oraz wiele bibliotek w Pythonie. Jest pasjonatem obliczenr, programowania, a takze nauczania
i popularyzowania nowatorskich, powtarzalnych i rozszerzalnych metod obliczeniowych.
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