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1
wiczenia

z my lenia
algorytmicznego

Pewnie oczekujesz wst pu do Pythona — wyja nienia, czym jest, pro-
gramu- wiczenia pozwalaj cego wypisa  co  na ekranie, opisu budowy
programów albo informacji o obs udze samego programu. Jednak w naj-
bli szym czasie nie b dziemy si  zajmowa  Pythonem. Zajmiemy si
czym , co jest trzonem programowania, czyli algorytmami. Aby jednak
nie zaczyna  ca kiem na sucho, pierwsze wiczenie niech b dzie dzia-
aj cym programem. Nie b dziemy si  na razie wg bia  w jego budo-

w . Spróbujemy go jedynie wpisa , uruchomi  i zobaczy  efekt jego
dzia ania.
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12 Python •  wiczenia  praktyczne

1.1. Na dobry pocz tek
— jednak prosty program

W I C Z E N I E

1.1 Pierwszy program

Napisz i uruchom program, który przywita Ci  Twoim imieniem.

Uruchom program IDLE (z menu Start wybierz Wszystkie programy,
nast pnie Python 3.6 oraz IDLE (Python 3.6 32-bit). Z menu File wybierz
New (lub wci nij kombinacj  klawiszy Ctrl+N). W otwarte okienko
edycyjne wpisz poni szy program:

# Program wypisuje powitanie osoby, która
# w a ciwie wpisze swoje imi  w odpowiednie miejsce.

imie = "Andrzej" # Tu wpisz w asne imi .

print("Witaj " + imie + "!")

Przepisz go dok adnie i bez b dów — ka da pomy ka mo e spowodo-
wa  k opoty z uruchomieniem. Jedyna zmiana, jak  mo esz wprowa-
dzi , to zmiana imienia Andrzej na w asne. Nie musisz te  koniecznie
wpisywa  tekstów poprzedzonych znakiem #. Tak w Pythonie oznacza-
ne s  komentarze. Nie wp ywaj  one na dzia anie programu, ale maj
kolosalne znaczenie w przypadku, kiedy program trzeba poprawi  albo
wyja ni  komu  jego struktur . Mimo e nie musisz wpisywa  komen-
tarzy, zrób to, aby od pocz tku nabra  dobrych przyzwyczaje . I nie
daj si  zwie  my li, e zrobisz to pó niej. Wielokrotnie obiecywali my
sobie, e poniewa  jest ma o czasu, skupimy si  na tek cie programu,
a kiedy , „w wolnej chwili”, opiszemy go komentarzami. Jak si  nie-
trudno domy li , zaowocowa o to tysi cami wierszy nieopisanego
tekstu, który nigdy ju  nikomu si  do niczego nie przyda. Zrozumienie,
w jaki sposób program dzia a, mo e zaj  wi cej czasu ni  napisanie go
od nowa.

Nadszed  moment uruchomienia. Wci nij klawisz F5 (jest to odpowied-
nik wybrania z menu Run polecenia Run). Je eli przy wpisywaniu pro-
gramu pope ni e  b dy, informacja o tym pojawi si  w nowym okien-
ku, a linia zawieraj ca b d zostanie pod wietlona. Nie próbuj na
razie wg bia  si  w jej tre , tylko jeszcze raz dok adnie przejrzyj
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Rozdzia  1 .  •  wiczenia  z  my lenia  a lgorytmicznego 13

program i popraw b d. Je eli wpisa e  program poprawnie, powiniene
ujrze  na ekranie wynik podobny do poni szego:

RESTART: D:/python/r_01/cw1_1.py
Witaj Andrzej!
>>>

Na koniec trzeba wy czy  edytor oraz rodowisko. W edytorze IDLE
wci nij kombinacj  Ctrl+Q (co odpowiada wybraniu z menu File pole-
cenia Exit). Na pytanie, czy zapisa  zmiany, odpowiedz przecz co. Na-
st pnie to samo zrób w oknie Python 3.6.0 Shell.

1.2. Wró my do metod
No w a nie. Przekona e  si , e komputer do spó ki z Pythonem potrafi
zrozumie  to, co masz im do powiedzenia, pora wi c… zaj  si  teori .
Tak powiniene  robi  zawsze, kiedy przyjdzie Ci rozwi za  jaki  pro-
blem za pomoc  komputera. Warto si  z kartk  papieru i zastanowi
si  nad istot  zagadnienia. Ka da minuta po wi cona na analiz  pro-
blemu mo e zaowocowa  oszcz dno ci  godzin podczas pisania
kodu… Najwa niejsze jest dobrze zrozumie  problem i wymy li  algo-
rytm jego rozwi zania. No w a nie. Co to s owo w a ciwie oznacza?

Najpro ciej rzecz ujmuj c, algorytm to po prostu metoda rozwi zania
problemu albo — pisz c inaczej — przepis na jego rozwi zanie. Oczy-
wi cie nie jest to tylko poj cie informatyczne — równie dobrze stosuje si
je w wielu dziedzinach ycia codziennego (jak cho by w gotowaniu).
Tak samo jak mo na my le  o przepisie na ugotowanie makaronu, mo na
rozwa a  algorytm jego gotowania. Rozwa aj c algorytm rozwi zania
problemu informatycznego, nale y mie  na uwadze:

 dane, które mog  by  pomocne do jego rozwi zania
— wraz ze sposobem ich przechowania, czyli struktur  danych;

 wynik, który chcemy uzyska .

Gdzie  w tle rozwa amy te  czas, który mamy na uzyskanie wyniku
z danych. Oczywi cie tak naprawd  my limy o dwóch czasach: jak
szybko dany program trzeba napisa  i jak szybko musi on dzia a .

atwo jest szybko napisa  program, który dzia a wolno, jeszcze atwiej
napisa  powoli taki, który dzia a jak ó w. Prawdziw  sztuk  jest szybko
napisa  co , co pracuje sprawnie. Nale y jednak mie  na uwadze, e
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14 Python •  wiczenia  praktyczne

zwykle program (b d  te  jego cz ) jest pisany raz, a wykorzystywany
wiele razy, wi c o ile nie grozi to zawaleniem terminów, warto po wi -
ci  czas na udoskonalenie algorytmu.

A zatem rozwa aj c dane, które masz do dyspozycji, oraz maj c na
uwadze czas, musisz okre li , w jaki sposób uzyska  jak najlepszy wy-
nik. Inaczej mówi c, musisz okre li  dzia ania, których podj cie jest
konieczne do uzyskania wyniku, oraz ich w a ciw  kolejno .

W I C Z E N I E

1.2 Algorytm gotowania makaronu

Zapisz sposób, czyli algorytm, gotowania makaronu.

Wró my do przyk adu z makaronem. Przyjmijmy, e mamy makaron
spaghetti jako ci pozwalaj cej uzyska  zadowalaj cy nas wynik, sól,
wod , garnek, cedzak, minutnik i kuchni . Makaron mo emy ugoto-
wa  tak:

 1. Zagotowa  w garnku wod .
 2. Do gotuj cej si  wody w o y  makaron, tak aby by  w niej

zanurzony.
 3. Posoli  do smaku (w kuchni takie poj cie jest atwiej akceptowalne

ni  w informatyce — tu trzeba by dok adnie zdefiniowa , co
oznacza „do smaku”, a by  mo e zaprojektowa  jaki  system
doradzaj cy, czy ilo  soli jest wystarczaj ca; poniewa  chcemy
jednak stworzy  algorytm prosty i dok adny, przyjmijmy norm
— 3/4 y ki soli kuchennej na 5 litrów wody).

 4. Gotowa  oko o 8 minut, od czasu do czasu mieszaj c.
 5. Zagotowany makaron odcedzi , u ywaj c cedzaka.
 6. Równie  u ywaj c cedzaka, pola  makaron dok adnie zimn

wod , aby si  nie skleja .
 7. Przesypa  makaron na talerz.

No i jedzenie gotowe. Mo na jeszcze pomy le  nad przyprawieniem
makaronu jakim  sosem, ale to ju  inny algorytm. Przedstawiona meto-
da nie musi by  najlepsza czy jedyna. To po prostu algorytm gotowania
makaronu.

Warto zwróci  uwag , e oprócz samych sk adników oraz czynno ci nie-
zwykle wa na jest kolejno  wykonania opisanych czynno ci. Makaron
posolony ju  na talerzu (po 7. punkcie algorytmu) smakowa by du o
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Rozdzia  1 .  •  wiczenia  z  my lenia  a lgorytmicznego 15

gorzej (cho  chyba ka demu zdarzy a si  taka wpadka). Polewanie zimn
wod  makaronu przed w o eniem go do garnka (a wi c przed punktem 1.)
na pewno nie zapobiegnie jego sklejaniu.

Jakie  to ma o informatyczne! Czy to w ogóle ma zwi zek z tworzeniem
programów? Zdecydowanie TAK. W nast pnym wiczeniu rozwa ymy
mniej kulinarny, a bardziej matematyczny problem (matematyka cz sto
przeplata si  z informatyk  i wiele problemów rozwi zywanych za po-
moc  komputerów to problemy matematyczne).

W I C Z E N I E

1.3. Algorytm znajdowania NWD

Znajd  najwi kszy wspólny dzielnik (NWD) liczb naturalnych A i B.

Zadanie ma wiele rozwi za . Pierwsze nasuwaj ce si , nazwiemy je si-
owe, jest równie skuteczne, co czasoch onne i niezgrabne. Pomys  jest

nast puj cy. Pocz wszy od mniejszej liczby, a sko czywszy na znale-
zionym rozwi zaniu, sprawdzamy, czy liczba dzieli A i B bez reszty.
Je eli tak — to mamy wynik, je eli za  nie — pomniejszamy liczb  o 1
i sprawdzamy dalej. Innymi s owy, sprawdzamy podzielno  liczb A i B
(za ó my, e B jest mniejsze) przez B, potem przez B – 1, B – 2 i tak do
skutku… Algorytm na pewno da pozytywny wynik (w najgorszym razie
zatrzyma si  na liczbie 1, która na pewno jest dzielnikiem A i B). W naj-
gorszym razie b dzie musia  wykona  2B operacji dzielenia i B operacji
odejmowania. To zadanie na pewno jednak da si  i nale y rozwi za
lepiej.

Drugi algorytm nosi nazw  algorytm Euklidesa. Polega na powtarzaniu
cyklu nast puj cych operacji: podzia u wi kszej z liczb przez mniejsz
(z reszt ) i dalszych czynno ci prowadz cych do wybrania dzielnika
i znalezionej reszty. Operacja jest powtarzana tak d ugo, a  reszt  b -
dzie 0. Szukanym najwi kszym wspólnym dzielnikiem jest dzielnik
ostatniej operacji dzielenia. Oto przyk ad (szukamy najwi kszego dziel-
nika liczb 12 i 32):

32 / 12 = 2 reszty 8
12 / 8  = 1 reszty 4
8 / 4   = 2 reszty 0
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16 Python •  wiczenia  praktyczne

Szukanym najwi kszym wspólnym dzielnikiem 12 i 32 jest 4. Jak wida ,
zamiast sprawdzania 9 liczb (12, 11, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4) z wykonaniem
dwóch dziele  dla ka dej z nich, jak mia oby to miejsce w przypadku
rozwi zania „si owego”, wystarczy y nam tylko trzy dzielenia.

Bardzo ciekawy jest trzeci algorytm, b d cy modyfikacj  algorytmu
Euklidesa, ale niewymagaj cy ani jednego dzielenia. Tak, to jest na-
prawd  mo liwe. Je eli liczby s  ró ne, szukamy ich ró nicy (od wi k-
szej odejmuj c mniejsz ). Odrzucamy wi ksz  z liczb i robimy to samo
dla mniejszej z nich i wyniku odejmowania. Na ko cu, kiedy liczby
b d  sobie równe, b d  jednocze nie wynikiem naszych poszukiwa .
Nasz przyk ad z liczbami 32 i 12 b dzie si  przedstawia  nast puj co:

32 – 12 = 20
20 – 12 = 8
12 – 8 = 4
8 – 4 = 4
4 = 4

Znowu znaleziono poprawny wynik, czyli 4. Operacji jest co prawda
wi cej, ale warto zwróci  uwag , e s  to jedynie operacje odejmowa-
nia, a nie dzielenia. Koszt za  operacji dodawania i odejmowania jest
znacznie mniejszy ni  dzielenia i mno enia (pisz c „koszt”, mamy tu na
my li czas pracy procesora, niezb dny do wykonania dzia ania). Zasta-
nówmy si  jeszcze, na czym polega ró nica mi dzy ostatnimi dwoma
algorytmami. Po prostu szukanie reszty z dzielenia liczb A i B poprzez
dzielenie zast piono wieloma operacjami odejmowania.

W I C Z E N I E

1.4 Algorytm znajdowania NWW

Znajd  najmniejsz  wspóln  wielokrotno  (NWW) liczb natural-
nych A i B.

Czasem najlepsze s  rozwi zania najprostsze. Od razu mo emy si  do-
my li , e „si owe” rozwi zania (na przyk ad sprawdzanie podzielno ci
przez A i B liczb od A · B w dó  a  do wi kszej z nich i przyj cie jako
wyniku najmniejszej, której obie s  dzielnikami), cho  istniej , nie s
tym, czego szukamy. A wystarczy przypomnie  sobie fakt z matematyki
z zakresu szko y podstawowej:

,
,

A B
NWW A B

NWD A B

Poleć książkęKup książkę

http://helion.pl/rf/cwpyth
http://helion.pl/rt/cwpyth


Rozdzia  1 .  •  wiczenia  z  my lenia  a lgorytmicznego 17

i ju  wiadomo, jak problem rozwi za , wykorzystuj c algorytm, który
znamy. Usilne (i cz sto uwie czone sukcesem) próby rozwi zania pro-
blemu poprzez sprowadzenie go do takiego, który ju  zosta  rozwi za-
ny, to jedna z cech programistów. Jak zobaczysz w nast pnych wicze-
niach, cz sto stosuj c ró ne techniki, programi ci s  nawet w stanie
sprowadzi  rozwi zanie zadania do… rozwi zania tego samego zada-
nia dla innych ( atwiejszych) danych w nadziei, e dane w ko cu stan
si  tak proste, i  b dzie mo na poda  wynik „z g owy”. I to dzia a!

Podstaw  tak sprawnego znalezienia rozwi zania tego wiczenia oka-
za a si  elementarna znajomo  matematyki. Jak ju  pisali my, matema-
tyka do  silnie splata si  z programowaniem i dlatego dla w asnego
dobra przed przyst pieniem do „klepania” w klawiatur  warto przypo-
mnie  sobie kilka podstawowych zale no ci i wzorów. Jako dowód na
to zapraszamy do rozwi zania kolejnego wiczenia.

W I C Z E N I E

1.5 Algorytm pot gowania

Znajd  wynik dzia ania AB.

Z pomoc  Pythona mo na bardzo atwo obliczy  pot g  liczby. Ope-
racj  tak  zapisuje si  przy u yciu specjalnego operatora: **. Zapis
A ** B oznacza liczb  A podniesion  do pot gi B. Prawda, e proste?
Wyobra my sobie jednak sytuacj , w której operator pot gowania nie
jest dla nas dost pny, i musimy poradzi  sobie inaczej. Tylko jakim
sposobem? Jako u atwienie podpowiemy, e trzeba skorzysta  z w a-
sno ci logarytmu i funkcji ex.

Nale y przeprowadzi  nast puj ce rozumowanie:

ln ln
BA B ABA e e

poniewa  x = eln(x) oraz ln(xy) = y · ln(x). Obie funkcje (ex i ln(x)) s
w Pythonie dost pne, wi c dzi ki temu problem mo emy uzna  za
rozwi zany. Nie by o to trudne dla osób, które potrafi  si  pos ugiwa
suwakiem logarytmicznym, ale pozosta ych mo e przyprawi  o ból
g owy i wywo a  konieczno  przypomnienia sobie logarytmów. Warto
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18 Python •  wiczenia  praktyczne

pami ta , e rozwi zanie to b dzie skuteczne jedynie dla dodatnich
warto ci podstawy pot gi i nie znajdziemy w ten sposób istniej cego
wyniku dzia ania (–4)4.

W I C Z E N I E

1.6 Algorytm obliczania silni

Znajd  silni  danej liczby (N!).

Jak wiadomo z lekcji matematyki, silnia liczby jest iloczynem wszyst-
kich liczb naturalnych mniejszych od niej lub jej równych, czyli:

! 1 2 ... 1N N N

Ju  bezpo rednio z tej definicji wynika jedno (ca kiem poprawne) roz-
wi zanie tego problemu. Nale y po prostu uzyska  wynik mno enia
przez siebie wszystkich liczb naturalnych mniejszych od lub równych
danej liczbie. Ten algorytm nosi nazw  iteracyjny i zostanie dok adnie
pokazany w wiczeniu 3.37.

Zastanów si  jednak jeszcze nad drugim algorytmem. Silnia ma te  dru-
g  definicj  (oczywi cie równowa n  poprzedniej):

1 gdy 0
!

1 ! gdy 0
N

N
N N N

W tej definicji jest co  dziwnego. Odwo uje si  do… samej siebie.
Na przyk ad przy liczeniu 5! ka e policzy  4! i pomno y  przez 5.
Jako pewnik daje nam tylko fakt, e 0! = 1. Jak si  okazuje — to zupe -
nie wystarczy. Spróbuj na kartce, zgodnie z t  definicj , policzy  5!.
Powiniene  otrzyma  taki ci g oblicze :

5! = 5 * 4!
5! = 5 * (4 * 3!)
5! = 5 * (4 * (3 * 2!))
5! = 5 * (4 * (3 * (2 * 1!)))
5! = 5 * (4 * (3 * (2 * (1 * 0!))))
5! = 5 * (4 * (3 * (2 * (1 * 1))))
5! = 5 * (4 * (3 * (2 * 1)))
5! = 5 * (4 * (3 * 2))
5! = 5 * (4 * 6)
5! = 5 * 24
5! = 120
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Jak wida , otrzymali my poprawny wynik. Prze ledzenie tego przy-
k adu pozwoli na zrozumienie takiego sposobu definiowania funkcji
i przeprowadzania oblicze . Metoda ta jest bardzo cz sto wykorzysty-
wana w programowaniu i nosi nazw  rekurencja. W skrócie mówi c, po-
lega ona na definiowaniu funkcji za pomoc  niej samej, ale z mniejszymi
(b d  w inny sposób atwiejszymi) argumentami. A w przypadku pro-
gramowania — na wykorzystaniu funkcji lub procedury przez ni  sam .

W I C Z E N I E

1.7 Rekurencyjne mno enie liczb

Spróbuj zdefiniowa  mno enie dwóch liczb naturalnych A i B w spo-
sób rekurencyjny.

To tylko wiczenie — do niczego si  w przysz o ci nie przyda
(wszak komputery potrafi  mno y ), ale pozwoli Ci si  bli ej zapozna
z rekurencj .

gdy 1

1 gdy 1

A B
A B

A A B B

Oczywi cie mo na te :

gdy 1

1 gdy 1

B A
A B

A B B A

Wiele podejmowanych dzia a  (zarówno matematycznych, jak i w y-
ciu codziennym) podlega zasadzie rekurencji. Kilka wicze  dodatko-
wych pod koniec rozdzia u pozwoli jeszcze lepiej si  z ni  zapozna .

W I C Z E N I E

1.8 Obliczanie ci gu Fibonacciego

Przemy l sensowno  rozwi zania rekurencyjnego problemu N-tego
wyrazu ci gu Fibonacciego.

To wiczenie jest ilustracj  swoistej „pu apki rekurencji”, w któr  atwo
mo e wpa  nieuwa ny programista. Wiele osób po poznaniu tej tech-
niki stosuje j , kiedy tylko si  da. A ju  na pewno zawsze, gdy problem
jest zdefiniowany w sposób rekurencyjny. atwo mo na sta  si  ofiar
tej po ytecznej techniki.
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Rozwa my ci g Fibonacciego, którego wyrazy opisane s  definicj
rekurencyjn :

0 gdy 0
1 gdy 1

1 2 gdy 1

N
F N N

F N F N N

Wydaje si , e nasz problem rozwi zuje ju  sama definicja. Wystarczy
wykorzysta  rekurencj . Spróbujmy wi c na kartce, zgodnie z definicj ,
policzy  kilka pierwszych wyrazów ci gu:

F(0) = 0

F(1) = 1

F(2) = F(1) + F(0) = 1 + 0 = 1

F(3) = F(2) + F(1) = F(1) + F(0) + F(1) = 1 + 0 + 1 = 2

F(4) =

F(3) + F(2) = F(2) + F(1) + F(2) =

F(1) + F(0) + F(1) + F(1) + F(0) =

1 + 0 + 1 + 1 + 0 = 3

F(5) =

F(4) + F(3) = F(3) + F(2) + F(3) =

F(2) + F(1) + F(2) + F(2) + F(1) =

F(1) + F(0) + F(1) + F(1) + F(0) + F(1) + F(0) +

F(1) = 1 + 0 + 1 + 1 + 0 + 1 + 0 + 1 = 5

F(8) =

F(7) + F(6) = F(6) + F(5) + F(5) + F(4) =

F(5) + F(4) + F(4) + F(3) + F(4) + F(3) + F(3) +

F(2) = …to liczenie nie idzie chyba w dobrym kierunku…

F(50) = Czy s  jacy  odwa ni?

Co  jest nie tak — algorytm licz cy F(8) ka e nam w pewnym momen-
cie liczy  a  trzy razy F(4) i trzy razy F(3). Oczywi cie nie b dzie tego
liczy  tylko raz i przyjmowa  wyniku dla wszystkich oblicze , ponie-
wa  wyst puj  one w ró nych wywo aniach rekurencyjnych i wzajem-
nie nic nie wiedz  o swoich wynikach. Podobnie nie da si  skorzysta
z wyliczonych ju  poprzednich warto ci, poniewa  nigdzie nie s  prze-
chowywane. To jest bardzo z y sposób rozwi zania tego problemu.
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Mimo e funkcja posiada dobr  rekurencyjn  definicj , jej zaprogramo-
wanie za pomoc  rekurencji nie jest dobre.

A jak zaprogramowa  obliczanie warto ci takiej funkcji za pomoc
komputera? Bardzo atwo — iteracyjnie. Wystarczy liczy  jej kolejne
warto ci dla liczb od 2 a  do szukanej i pami ta  zawsze tylko ostatnie
dwa wyniki. Ich suma stanie si  za ka dym razem now  warto ci  i do
kolejnego przebiegu przyjmiemy w a nie j  i wi ksz  z poprzednich
dwóch. Czas pracy rozwi zania iteracyjnego jest wprost proporcjonalny
do warto ci N. A od czego zale y ten czas w przypadku rozwi zania
rekurencyjnego? Niestety od 2N. Pami tasz legend  o twórcy szachów?
Je eli nie, koniecznie j  odszukaj. Jest ona pi kn  ilustracj  wzrostu
warto ci funkcji pot gowej:

N 2N

1 2

2 4

3 8

4 16

10 1024

11 2048

12 4096

20 1048576

30 1073741824

40 1099511627776

60 1152921504606846976

100 1267650600228229401496703205376

1000 ok. 1 · 10301

Jak wida , wraz ze wzrostem wielko ci danej czas rozwi zywania zada-
nia b dzie rós  w sposób niesamowity. W wiczeniu 3.57 b dziesz
mia  mo liwo  sprawdzenia czasu dzia ania algorytmu o z o ono ci
wyk adniczej (tak informatycy nazywaj  funkcj , która okre la czas
oblicze  w zale no ci od rozmiaru danych) dla ró nych danych.

Algorytmów o z o ono ci wyk adniczej nie nale y stosowa . Istnieje
co prawda ca a grupa problemów, dla których nie znaleziono metody
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rozwi zania lepszej ni  wyk adnicza (i prawdopodobnie nigdy nie
zostanie ona znaleziona), jednak przy ich rozwi zywaniu stosuje si
inne, przybli one, lecz szybciej dzia aj ce algorytmy. W przeciwnym
razie nawet dla problemu z bardzo ma  liczb  danych trzeba by by o
czeka  wieki na rozwi zanie.

Du o lepsze s  algorytmy o z o ono ci wielomianowej (takie, w których
czas pracy zale y od pot gi rozmiaru problemu — na przyk ad od kwa-
dratu problemu). Bardzo dobre — w klasie wielomianowych — s  te
o z o ono ci liniowej (i takie algorytmy uda o si  nam wymy li !). Ist-
nieje jednak jeszcze jedna klasa, któr  informatycy lubi  najbardziej.
Poznasz j  w nast pnym wiczeniu.

A jako ostatni  informacj  z tego wiczenia zapami taj, e ka dy algo-
rytm rekurencyjny da si  przekszta ci  do postaci iteracyjnej. Czasami
tak atwo jak silni  czy ci g Fibonacciego, czasem trudniej lub bardzo
trudno (bywa, e algorytm, który w postaci rekurencyjnej mia  kilka
wierszy, w postaci iteracyjnej ma ich wielokrotnie wi cej). Prawie zaw-
sze stracimy na czytelno ci — zwykle zyskamy jednak na czasie pracy
i obci eniu komputera. Je eli wi c przekszta cenie do postaci iteracyj-
nej jest proste i oczywiste, nale y to zrobi  — ale nie za wszelk  cen .

W I C Z E N I E

1.9 Algorytm podnoszenia 2 do pot gi naturalnej

Znajd  metod  obliczania wyra enia 2N, gdzie N jest liczb  naturaln .

Nasun  Ci si  pierwszy pomys : skorzystanie z naszego znakomitego
algorytmu z wiczenia 1.5. Wszak 2N = eN · ln(2), wi c z szybkim wylicze-
niem nie b dzie problemu. Pomys  nawet nam si  podoba ( wiadczy
o tym, e oswoi e  si  ju  z my l , by rozwi zywa  problemy przez
ich sprowadzanie do ju  rozwi zanych). Ale k opot polega na tym, e
nasza metoda opiera si  na funkcjach, które dzia aj  na liczbach rze-
czywistych (ex i ln(x)). Poniewa  komputer reprezentuje liczby rzeczy-
wiste z pewnym przybli eniem, nie dostaniemy niestety dok adnego
wyniku — liczby naturalnej. Dla odpowiednio du ego N wynik zacznie
by  obarczany b dem. A my tymczasem potrzebujemy wyniku b d ce-
go liczb  naturaln . Pomy lmy wi c nad innym rozwi zaniem.

A gdyby tak po prostu N razy przemno y  przez siebie liczb  2 (a je eli
N = 0, za wynik przyj  1)? Pomys  jest dobry. Jego z o ono  jest
liniowa (przed chwil  napisali my, e dla liczby N nale y pomno y
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N razy — liniowo  rozwi zania wida  bardzo dobrze). Rozwi zanie
jest poprawne.

Ale da si  to zrobi  lepiej — rekurencyjnie. Spróbujmy zdefiniowa  2N

w nast puj cy sposób:

enieparzystjest  
parzystejest  

0
     

gdy
gdy
gdy

    
22

2
1

2
22/

22/

N
N

N

N

NN

(przez N/2 rozumiemy ca kowit  cz  dzielenia N przez 2). Jako drobne
wiczenie matematyczne proponujemy sprawdzi  (a mo e nawet udo-

wodni ?), czy jest to prawda. Je eli kto  chce si  zmierzy  z dowodem,
radzimy przypomnie  sobie dowody indukcyjne. Rekurencja w informa-
tyce i indukcja w matematyce to rodzone siostry.

Powstaje pytanie (metod  — rekurencyjn  — ju  mamy): czy to daje
nam jak  oszcz dno ? Przyjrzyjmy si  jeszcze raz temu wzorowi.
Za ka dym razem warto  argumentu maleje nie o jeden czy dwa (jak
by o w przypadku silni czy ci gu Fibonacciego), ale… o po ow . Czyli
gdy szukamy pot gi 32, za drugim razem b dziemy ju  szuka  16, za
trzecim — 8, potem — 4, 2, 1 i zerowej. To nie jest w aden sposób
liniowe. To jest o wiele lepsze! Jak nazwa  z o ono  tego algorytmu?
Przyj o si  mówi , e jest to z o ono  logarytmiczna. Oznacza to, e
czas rozwi zania problemu jest zale ny od logarytmu (w tym przypad-
ku o podstawie 2) wielko ci danych. To jest to, co informatycy lubi
najbardziej.

Tabelka, któr  pokazali my wcze niej, by aby niepe na bez danych
o z o ono ci logarytmicznej. Powtórzmy j  zatem:

N log2(N) 2N

1 0 2

2 1,00 4

3 1,58 8

4 2,00 16

10 3,32 1024

11 3,46 2048

12 3,58 4096
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N log2(N) 2N

20 4,32 1048576

30 4,91 1073741824

40 5,32 1099511627776

60 5,91 1152921504606846976

100 6,64 1267650600228229401496703205376

1000 9,97 ok. 1 · 10301

Czy widzisz ró nic ? Dla danej o warto ci 1000 algorytm logarytmiczny
musi wykona  tylko 10 operacji mno enia, a liniowy — a  tysi c.
Gdyby my wymy lili algorytm wyk adniczy, liczby operacji mno enia
nie da oby si  atwo nazwa , a ju  na pewno nie da oby si  tych obli-
cze  przeprowadzi  na komputerze.

Ten typ algorytmów, które sprowadzaj  problem nie tylko do problemów
mniejszych tego samego typu, ale do mniejszych przynajmniej dwu-
krotnie, nazwano (naszym zdaniem s usznie) dziel i zwyci aj. Zawsze,
gdy uda Ci si  podzieli  w podobny sposób problem na mniejsze, masz
szans  na uzyskanie dobrego, logarytmicznego algorytmu.

W I C Z E N I E

1.10 Algorytm okre lania liczb pierwszych

Sprawd , czy liczba N jest liczb  pierwsz .

Dla przypomnienia: liczba pierwsza to taka, która ma tylko dwa ró ne,
naturalne dzielniki: 1 i sam  siebie.

Zadanie wbrew pozorom nie jest tylko sztuk  dla sztuki. Funkcja spraw-
dzaj ca, czy zadana liczba jest pierwsza, czy nie (i znajduj ca jej dziel-
niki), w szybki sposób (a wi c o ma ej z o ono ci) mia aby ogromne
znaczenie w kryptografii, i to takiej silnej, najwy szej jako ci, a kon-
kretnie — w amaniu szyfrów. Warto wi c po wi ci  chwilk  na rozwi -
zanie tego zadania.

Pierwszy pomys : dla ka dej liczby od 2 do N – 1 sprawdzi , czy nie
dzieli N. Je eli która  z nich dzieli — N nie jest pierwsze. W przeciw-
nym razie jest. Pierwszy pomys  nie jest z y. Funkcja na pewno dzia a
i ma z o ono  liniow . Troszk  da si  j  poprawi , ale czy bardzo?
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Poczy my nast puj c  obserwacj . Je eli liczba N nie by a podzielna
przez 2, to na pewno nie jest podzielna przez adn  liczb  parzyst .
Mo na wi c mia o wyeliminowa  sprawdzanie dla wszystkich liczb
parzystych wi kszych od 2. Czyli sprawdza  dla 2, 3, 5, 7 itd. Reduku-
jemy w ten sposób problem o po ow , uzyskuj c z o ono , no w a nie
— jak ? Tak, nadal liniow . Algorytm bez w tpienia jest szybszy, ale
ci gle w tej samej klasie.

Pomy lmy dalej. Dla ka dego „du ego” (wi kszego od N ) dzielnika N
musi istnie  dzielnik „ma y” (mniejszy od N ) — b d cy ilorazem N
i tego „du ego”. Nie warto wi c sprawdza  liczb wi kszych od N  —
je eli przedtem nie znale li my dzielnika, dalej te  go nie b dzie. Czyli
nie sprawdzamy liczb do N – 1, tylko do N . Czy co  nam to da o?
Oczywi cie algorytm dzia a jeszcze szybciej. A jak z jego z o ono ci ?
Co prawda nie jest liniowa, ale wyk adnicza (tylko z lepszym ni  liniowa
wyk adnikiem). Proste pytanie: z jakim wyk adnikiem z o ono  wie-
lomianowa jest liniowa, a z jakim jest taka, jak  uzyskali my? Je eli po-
da e  warto ci, odpowiednio, 1 i 1/2, to udzieli e  poprawnej odpowiedzi.

1.3. Co powiniene  zapami ta
z tego cyklu wicze

 Co to jest algorytm?
 Co to jest z o ono  algorytmu?
 Co to jest iteracja?
 Co to jest rekurencja?
 Dlaczego rekurencja nie zawsze jest dobra?
 Na czym polega metoda dziel i zwyci aj?
 Jak wygl daj  dobre algorytmy dla kilku prostych problemów:

gotowania makaronu, szukania najwi kszego wspólnego dzielnika,
najmniejszej wspólnej wielokrotno ci, silni, wyrazu ci gu
Fibonacciego, pot gi liczby oraz sprawdzania, czy liczba jest
pierwsza?
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1.4. wiczenia do samodzielnego
rozwi zania

W I C Z E N I E

1.11 Gotowanie potraw

Napisz algorytm gotowania ulubionej potrawy.

Mo esz pos u y  si  ksi k  kucharsk . Zwró  szczególn  uwag  na
sk adniki (czyli „dane” algorytmu) oraz na kolejno  dzia a .

W I C Z E N I E

1.12 Udzielanie pierwszej pomocy

Podaj algorytm udzielania pierwszej pomocy osobie poszkodowanej
w wypadku samochodowym.

W I C Z E N I E

1.13 Obliczanie pierwiastków

Napisz algorytm liczenia pierwiastków równania kwadratowego.

Funkcja (dla przypomnienia) ma posta  f(x) = ax2 + bx + c. Przypomnij
sobie szkolny sposób liczenia pierwiastków — on w zasadzie jest ju
bardzo dobrym algorytmem.

W I C Z E N I E

1.14 Obliczanie warto ci wielomianu

Przeanalizuj problem obliczania warto ci wielomianu.

Wielomian ma nast puj c  posta : w(x) = anxn + an–1xn–1 + … + a1x + a0.
Porównaj metod  najbardziej oczywist  (mno enie i dodawanie „po
kolei”) z algorytmem opartym na schemacie Hornera, który mówi, e
wielomian mo na przekszta ci  do postaci: w(x) = (… (anx + an–1)x +
… + a1)x + a0. Aby to nieco rozja ni : wielomian trzeciego stopnia:
w3(x) = a3x3 + a2x2 + a1x + a0 mo na przekszta ci  do postaci: w(x) =
((a3x + a2)x + a1)x + a0 — sprawd , e to jest to samo. Porównaj liczb
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dzia a  (mno e  i dodawa ) w obu przypadkach. Czy z o ono  w któ-
rym  z nich jest lepsza? Je eli nie, to czy mimo wszystko warto stoso-
wa  który  z nich? Mo e jeste  w stanie zauwa y  tak e jakie  inne
jego zalety?

W I C Z E N I E

1.15 Zgadywanie liczb

Przeanalizuj gr  w zgadywanie liczby.

Pami tasz gr : zgadnij liczb  z zakresu 1 – 1000? Zgaduj cy podaje
odpowied , a Ty mówisz „zgad e ”, „za du o” albo „za ma o”. Gdyby
zgaduj cy „strzela ”, trafienie trwa oby d ugo. Mo na jednak wymy li
bardzo sprawny algorytm zgadni cia liczby. Spróbuj go sformu owa .
Ile maksymalnie razy trzeba zgadywa , eby mie  pewno  uzyskania
prawid owego wyniku? Jak  z o ono  ma algorytm? Czy przypomina
Ci któr  z metod z poprzednich wicze ? Zapami taj nazw  tej me-
tody: przeszukiwanie binarne.

W I C Z E N I E

1.16 Po o enie punktu wzgl dem trójk ta

Sprawd , czy punkt X le y wewn trz, czy na zewn trz trójk ta ABC.

Narysuj oba przypadki na kartce i rozwa  pola trójk tów, które po-
wsta y poprzez po czenie wierzcho ków trójk ta z punktem, oraz kom-
binacje ich sum. Podaj algorytm sprawdzania.

W I C Z E N I E

1.17 Wie e Hanoi

Napisz algorytm rozwi zania problemu wie  Hanoi.
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Wie e Hanoi to klasyka zada  informatycznych. Do dyspozycji masz
trzy stosy, na których uk adasz kó ka. Na pocz tku kó ka tworz  pira-
mid  na jednym z nich. Nale y przenie  j  ca  na drugi stos zgodnie
z zasadami: ka dorazowo mo na przenie  tylko jedno kó ko ze szczytu
dowolnego stosu; nie mo na k a  kó ek wi kszych na mniejsze. Przyj-
rzyj si  ilustracji.

Podaj algorytm rozwi zania tego problemu. Zastanów si  nad rozwi -
zaniem rekurencyjnym. Jak  z o ono  mo e mie  wymy lony algo-
rytm? Czy my lisz, e da si  znale  rozwi zanie o lepszej z o ono ci?

W I C Z E N I E

1.18 Znajdowanie maksimum

Rozwa  algorytmy przeszukiwania ci gu liczb w celu znalezienia
maksimum.

Masz do dyspozycji nieuporz dkowany sko czony ci g liczb i zadanie,
aby znale  w nim najwi ksz  liczb . Przemy l dwie metody:

 1. Przesuwasz si  po kolejnych wyrazach ci gu i sprawdzasz,
czy bie cy nie jest wi kszy od dotychczas znalezionego
najwi kszego (który pami tasz). Je eli tak, to przyjmujesz,
e to on jest najwi kszy. Po doj ciu do ko ca ci gu b dziesz

zna  odpowied .
 2. Dzia asz rekurencyjnie. Je eli ci g jest jednoelementowy,

uznajesz, e ten element jest najwi kszy. W przeciwnym razie
dzielisz ci g na dwie cz ci i sprawdzasz, co jest wi ksze —
najwi kszy element lewego podci gu czy najwi kszy element
prawego podci gu.

Drugi algorytm jest typu dziel i zwyci aj i na pierwszy rzut oka wydaje
si  lepszy ni  pierwszy (liniowy). Sprawd , czy to prawda. Zrób to na
kilku przyk adach. Który algorytm jest lepszy? Dlaczego wynik jest taki
zaskakuj cy?

Poleć książkęKup książkę

http://helion.pl/rf/cwpyth
http://helion.pl/rt/cwpyth


Rozdzia  1 .  •  wiczenia  z  my lenia  a lgorytmicznego 29

W I C Z E N I E

1.19 Analizowanie funkcji Ackermanna

Przyjrzyj si  funkcji Ackermanna.
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Ta niewinnie wygl daj ca funkcja zdefiniowana rekurencyjnie to praw-
dziwy koszmar. Spróbuj policzy  A (2, 3) bez pami tania w czasie wyli-
czania warto ci ju  policzonych. A co z A (3, 3)? Czy odwa y by  si
policzy  A (4, 3)? Czy algorytm rekurencyjny zdaje tu egzamin?

Spróbuj podej  do zadania w inny sposób. Zapisuj wyliczane wyniki
w tabelce (na przyk ad w pionie dla warto ci m, w poziomie dla n).
Poni ej masz pocz tek takiej tabelki:

m\n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

2 3
5 7 9

3 5

4

Spróbuj policzy  kilka kolejnych warto ci. Zastanów si , w jaki sposób
mo na spróbowa  zabra  si  do rozwi zania tego problemu iteracyjnie.
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