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Cwiczenia
Z myslenia
algorytmicznego

Pewnie oczekujesz wstepu do Pythona — wyjasnienia, czym jest, pro-
gramu-éwiczenia pozwalajgcego wypisaé co$ na ekranie, opisu budowy
programéw albo informacji o obstudze samego programu. Jednak w naj-
blizszym czasie nie bedziemy sie zajmowac¢ Pythonem. Zajmiemy sig
czyms, co jest trzonem programowania, czyli algorytmami. Aby jednak
nie zaczyna¢ calkiem na sucho, pierwsze ¢wiczenie niech bedzie dzia-
tajacym programem. Nie bedziemy sie na razie wglebia¢ w jego budo-
we. Sprébujemy go jedynie wpisa¢, uruchomic i zobaczy¢ efekt jego
dziatania.

Kup ksigzke 1 Polec¢ ksiazke
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1.1. Na dobry poczatek
— jednak prosty program

CWICZENIE

Pierwszy program

Napisz i uruchom program, ktory przywita Cie Twoim imieniem.

Uruchom program IDLE (z menu Start wybierz Wszystkie programy,
nastepnie Python 3.6 oraz IDLE (Python 3.6 32-bit). Z. menu File wybierz
New (lub wciénij kombinacje klawiszy Ctrl+N). W otwarte okienko
edycyjne wpisz ponizszy program:

# Program wypisuje powitanie osoby, ktora
# wlasciwie wpisze swoje imi¢ w odpowiednie miejsce.

imie = "Andrzej" # Tu wpisz wlasne imie.
print("Witaj " + imie + "1")

Przepisz go doktadnie i bez bledéw — kazda pomytka moze spowodo-
waé klopoty z uruchomieniem. Jedyna zmiana, jakg mozesz wprowa-
dzi¢, to zmiana imienia Andrzej na wlasne. Nie musisz tez koniecznie
wpisywac tekstéw poprzedzonych znakiem #. Tak w Pythonie oznacza-
ne sa komentarze. Nie wplywajg one na dziatanie programu, ale majg
kolosalne znaczenie w przypadku, kiedy program trzeba poprawi¢ albo
wyjaéni¢ komus jego strukture. Mimo Ze nie musisz wpisywaé komen-
tarzy, zréb to, aby od poczatku nabra¢ dobrych przyzwyczajen. I nie
daj sie zwies¢ mysli, ze zrobisz to p6zniej. Wielokrotnie obiecywalismy
sobie, ze poniewaz jest malo czasu, skupimy sie na tekscie programu,
a kiedys, ,w wolnej chwili”, opiszemy go komentarzami. Jak sie nie-
trudno domysli¢, zaowocowalo to tysigcami wierszy nieopisanego
tekstu, ktéry nigdy juz nikomu sie do niczego nie przyda. Zrozumienie,
w jaki sposéb program dziata, moze zaja¢ wiecej czasu niz napisanie go
od nowa.

Nadszed! moment uruchomienia. Wcisnij klawisz F5 (jest to odpowied-
nik wybrania z menu Run polecenia Run). Jezeli przy wpisywaniu pro-
gramu popelnite$ btedy, informacja o tym pojawi sie¢ w nowym okien-
ku, a linia zawierajaca btad zostanie podswietlona. Nie prébuj na
razie wglebia¢ sie w jej tres¢, tylko jeszcze raz doktadnie przejrzyj
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program i popraw btad. Jezeli wpisate$ program poprawnie, powinienes
ujrze¢ na ekranie wynik podobny do ponizszego:
RESTART: D:/python/r 01/cwl 1.py

Witaj Andrzej!
>>>

Na koniec trzeba wylaczy¢ edytor oraz srodowisko. W edytorze IDLE
wecisnij kombinacje Ctrl+Q (co odpowiada wybraniu z menu File pole-
cenia Exit). Na pytanie, czy zapisa¢ zmiany, odpowiedz przeczaco. Na-
stepnie to samo zréb w oknie Python 3.6.0 Shell.

=

1.2. Wr6émy do metod

No wlasnie. Przekonates sig, ze komputer do spétki z Pythonem potrafig
zrozumie¢ to, co masz im do powiedzenia, pora wiec... zajaé sie teoria.
Tak powiniene$ robi¢ zawsze, kiedy przyjdzie Ci rozwiazaé jakis pro-
blem za pomoca komputera. Warto sigs$¢ z kartka papieru i zastanowic
sig nad istotg zagadnienia. Kazda minuta po§wiecona na analize pro-
blemu moze zaowocowaé oszczednoscia godzin podczas pisania
kodu... Najwazniejsze jest dobrze zrozumie¢ problem i wymysli¢ algo-
rytm jego rozwigzania. No wlasnie. Co to stowo wlasciwie oznacza?

Najprosciej rzecz ujmujac, algorytm to po prostu metoda rozwigzania
problemu albo — piszac inaczej — przepis na jego rozwiqzanie. Oczy-
wiscie nie jest to tylko pojecie informatyczne — réwnie dobrze stosuje sie
je w wielu dziedzinach zycia codziennego (jak cho¢by w gotowaniu).
Tak samo jak mozna mysle¢ o przepisie na ugotowanie makaronu, mozna
rozwaza¢ algorytm jego gotowania. Rozwazajac algorytm rozwigzania
problemu informatycznego, nalezy mie¢ na uwadze:

Q dane, ktére moga by¢ pomocne do jego rozwigzania
— wraz ze sposobem ich przechowania, czyli strukturg danych;

Q wynik, ktéry chcemy uzyskac.

Gdzie$ w tle rozwazamy tez czas, ktéry mamy na uzyskanie wyniku
z danych. Oczywiscie tak naprawde mysélimy o dwdéch czasach: jak
szybko dany program trzeba napisac i jak szybko musi on dziata¢.
Latwo jest szybko napisa¢ program, ktéry dziala wolno, jeszcze tatwiej
napisa¢ powoli taki, ktéry dziata jak zétw. Prawdziwg sztuka jest szybko
napisa¢ co$, co pracuje sprawnie. Nalezy jednak mie¢ na uwadze, ze
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zwykle program (badz tez jego cze$¢) jest pisany raz, a wykorzystywany
wiele razy, wigc o ile nie grozi to zawaleniem terminéw, warto poswie-
ci¢ czas na udoskonalenie algorytmu.

A zatem rozwazajac dane, ktére masz do dyspozycji, oraz majac na
uwadze czas, musisz okresli¢, w jaki sposéb uzyskac jak najlepszy wy-
nik. Inaczej mowiac, musisz okresli¢ dzialania, ktérych podjecie jest
konieczne do uzyskania wyniku, oraz ich wtasciwa kolejnosc.

CWICZENIE

Algorytm gotowania makaronu

Zapisz sposob, czyli algorytm, gotowania makaronu.

Wré6émy do przyktadu z makaronem. Przyjmijmy, ze mamy makaron
spaghetti jakosci pozwalajacej uzyska¢ zadowalajacy nas wynik, sél,
wode, garnek, cedzak, minutnik i kuchnie. Makaron mozemy ugoto-
wac tak:

1. Zagotowac¢ w garnku wodse.

2. Do gotujacej sie wody wlozy¢ makaron, tak aby byl w niej
zanurzony.

3. Posoli¢ do smaku (w kuchni takie pojecie jest tatwiej akceptowalne
niz w informatyce — tu trzeba by doktadnie zdefiniowac, co
oznacza ,do smaku”, a by¢ moze zaprojektowac jaki$ system
doradzajacy, czy ilos¢ soli jest wystarczajaca; poniewaz chcemy
jednak stworzy¢ algorytm prosty i dokladny, przyjmijmy norme
— 3/4 tyzki soli kuchennej na 5 litréw wody).

4. Gotowac okoto 8 minut, od czasu do czasu mieszajac.
5. Zagotowany makaron odcedzi¢, uzywajac cedzaka.

6. Réwniez uzywajac cedzaka, pola¢ makaron dokladnie zimng
woda, aby sie nie sklejat.

7. Przesypa¢ makaron na talerz.

No i jedzenie gotowe. Mozna jeszcze pomys$leé nad przyprawieniem
makaronu jakims sosem, ale to juz inny algorytm. Przedstawiona meto-
da nie musi by¢ najlepsza czy jedyna. To po prostu algorytm gotowania
makaronu.

Warto zwréci¢ uwage, ze oprécz samych sktadnikéw oraz czynnosci nie-
zwykle wazna jest kolejnos¢ wykonania opisanych czynnosci. Makaron
posolony juz na talerzu (po 7. punkcie algorytmu) smakowatby duzo
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gorzej (cho¢ chyba kazdemu zdarzyla sie taka wpadka). Polewanie zimna
woda makaronu przed wlozeniem go do garnka (a wiec przed punktem 1.)
na pewno nie zapobiegnie jego sklejaniu.

=

Jakiez to mato informatyczne! Czy to w ogble ma zwigzek z tworzeniem
programow? Zdecydowanie TAK. W nastepnym ¢wiczeniu rozwazymy
mniej kulinarny, a bardziej matematyczny problem (matematyka czesto
przeplata sie z informatyka i wiele probleméw rozwigzywanych za po-
mocg komputeréw to problemy matematyczne).

CWICZENIE

Algorytm znajdowania NWD

Znajdz najwiekszy wspolny dzielnik (NWD) liczb naturalnych A i B.

Zadanie ma wiele rozwigzan. Pierwsze nasuwajace sig, nazwiemy je si-
fowe, jest réwnie skuteczne, co czasochlonne i niezgrabne. Pomyst jest
nastepujacy. Poczawszy od mniejszej liczby, a skoficzywszy na znale-
zionym rozwiazaniu, sprawdzamy, czy liczba dzieli A i B bez reszty.
Jezeli tak — to mamy wynik, jezeli za$ nie — pomniejszamy liczbe o 1
i sprawdzamy dalej. Innymi stowy, sprawdzamy podzielnos¢ liczb A i B
(zal6zmy, ze B jest mniejsze) przez B, potem przez B — 1, B — 2 i tak do
skutku... Algorytm na pewno da pozytywny wynik (w najgorszym razie
zatrzyma sie na liczbie 1, ktéra na pewno jest dzielnikiem A i B). W naj-
gorszym razie bedzie musial wykona¢ 2B operacji dzielenia i B operacji
odejmowania. To zadanie na pewno jednak da sig i nalezy rozwigzac
lepiej.

Drugi algorytm nosi nazwe algorytm Euklidesa. Polega na powtarzaniu
cyklu nastepujacych operacji: podziatu wiekszej z liczb przez mniejsza
(z reszta) i dalszych czynnosci prowadzacych do wybrania dzielnika
i znalezionej reszty. Operacja jest powtarzana tak dlugo, az reszta be-
dzie 0. Szukanym najwiekszym wspélnym dzielnikiem jest dzielnik
ostatniej operacji dzielenia. Oto przyklad (szukamy najwiekszego dziel-
nika liczb 12 i 32):

32 /12 = 2 reszty 8
12 /8 =1 reszty 4
8 /4 =2reszty 0
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Szukanym najwiekszym wspdlnym dzielnikiem 12 i 32 jest 4. Jak widag,
zamiast sprawdzania 9 liczb (12, 11, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4) z wykonaniem
dwdch dzielen dla kazdej z nich, jak miatoby to miejsce w przypadku
rozwigzania ,,sitowego”, wystarczyly nam tylko trzy dzielenia.

Bardzo ciekawy jest trzeci algorytm, bedacy modyfikacjg algorytmu
Euklidesa, ale niewymagajacy ani jednego dzielenia. Tak, to jest na-
prawde mozliwe. Jezeli liczby sg rézne, szukamy ich réznicy (od wiek-
szej odejmujac mniejsza). Odrzucamy wigksza z liczb i robimy to samo
dla mniejszej z nich i wyniku odejmowania. Na koncu, kiedy liczby
beda sobie réwne, beda jednoczesnie wynikiem naszych poszukiwan.
Nasz przyklad z liczbami 32 i 12 bedzie sie przedstawial nastepujaco:

32-12 =20
20 - 12 = 8
12-8=14
8-14=14

4=1

Znowu znaleziono poprawny wynik, czyli 4. Operacji jest co prawda
wiecej, ale warto zwr6cié uwage, ze sa to jedynie operacje odejmowa-
nia, a nie dzielenia. Koszt za$ operacji dodawania i odejmowania jest
znacznie mniejszy niz dzielenia i mnozenia (piszac ,.koszt”, mamy tu na
mysli czas pracy procesora, niezbedny do wykonania dzialania). Zasta-
noéwmy sie jeszcze, na czym polega réznica miedzy ostatnimi dwoma
algorytmami. Po prostu szukanie reszty z dzielenia liczb A i B poprzez
dzielenie zastapiono wieloma operacjami odejmowania.

CWICIENIE _—

Algorytm znajdowania NWW

Znajdz najmniejsza wspolna wielokrotno$é¢ (NWW) liczb natural-
nych A i B.

Czasem najlepsze sg rozwigzania najprostsze. Od razu mozemy sie do-
mysli¢, ze ,sitowe” rozwigzania (na przykiad sprawdzanie podzielnosci
przez A i B liczb od A - B w dét az do wigkszej z nich i przyjecie jako
wyniku najmniejszej, ktorej obie sa dzielnikami), cho¢ istnieja, nie sa
tym, czego szukamy. A wystarczy przypomnie¢ sobie fakt z matematyki
z zakresu szkoty podstawowe;j:

A-B
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i juz wiadomo, jak problem rozwigza¢, wykorzystujac algorytm, ktéry
znamy. Usilne (i czesto uwienczone sukcesem) préby rozwigzania pro-
blemu poprzez sprowadzenie go do takiego, ktéry juz zostal rozwigza-
ny, to jedna z cech programistéw. Jak zobaczysz w nastepnych éwicze-
niach, czesto stosujac rézne techniki, programisci sa nawet w stanie
sprowadzi¢ rozwigzanie zadania do... rozwigzania tego samego zada-
nia dla innych (fatwiejszych) danych w nadziei, Ze dane w koncu stang
sig tak proste, iz bedzie mozna poda¢ wynik ,,z glowy”. I to dziala!
=

Podstawg tak sprawnego znalezienia rozwigzania tego ¢wiczenia oka-
zala sie elementarna znajomo$¢ matematyki. Jak juz pisaliSmy, matema-
tyka dos¢ silnie splata sie¢ z programowaniem i dlatego dla wlasnego
dobra przed przystapieniem do ,klepania” w klawiature warto przypo-
mnie¢ sobie kilka podstawowych zaleznosci i wzoréw. Jako dowéd na
to zapraszamy do rozwigzania kolejnego ¢wiczenia.

CWICZENIE

Algorytm potegowania

Znajdz wynik dziatania A®.

Z pomocg Pythona mozna bardzo latwo obliczy¢ potege liczby. Ope-
racje taka zapisuje sie przy uzyciu specjalnego operatora: **. Zapis
A ** B oznacza liczbe A podniesiona do potegi B. Prawda, ze proste?
Wyobrazmy sobie jednak sytuacje, w ktérej operator potegowania nie
jest dla nas dostepny, i musimy poradzi¢ sobie inaczej. Tylko jakim
sposobem? Jako ulatwienie podpowiemy, Ze trzeba skorzysta¢ z wia-
snosci logarytmu i funkcji e*.

Nalezy przeprowadzi¢ nastepujace rozumowanie:

AP =¢ — eB-ln(A)

poniewaz x = ¢ oraz In(x’) = y - In(x). Obie funkcje (¢* i In(x)) sg
w Pythonie dostepne, wiec dzieki temu problem mozemy uznaé¢ za
rozwigzany. Nie bylo to trudne dla oséb, ktdére potrafig sie postugiwac
suwakiem logarytmicznym, ale pozostalych moze przyprawi¢ o bdl
glowy i wywota¢ koniecznos¢ przypomnienia sobie logarytméw. Warto
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pamietaé, ze rozwigzanie to bedzie skuteczne jedynie dla dodatnich
warto$ci podstawy potegi i nie znajdziemy w ten sposob istniejacego
wyniku dziatania (-4)*.

CWICZIENIE _—

Algorytm obliczania silni

Znajdz silnie danej liczby ().

Jak wiadomo z lekcji matematyki, silnia liczby jest iloczynem wszyst-
kich liczb naturalnych mniejszych od niej lub jej réwnych, czyli:

N!'=1-2-..-(N-1)-N

Juz bezposrednio z tej definicji wynika jedno (catkiem poprawne) roz-
wigzanie tego problemu. Nalezy po prostu uzyska¢ wynik mnozenia
przez siebie wszystkich liczb naturalnych mniejszych od lub réwnych
danej liczbie. Ten algorytm nosi nazwe iteracyjny i zostanie doktadnie
pokazany w ¢wiczeniu 3.37.

Zastanéw sie jednak jeszcze nad drugim algorytmem. Silnia ma tez dru-
ga definicje (oczywiScie rownowazna poprzedniej):

1 gdy N=0
Ni=
N-(N-1)! gdy N>0

W tej definicji jest co$ dziwnego. Odwotuje sie do... samej siebie.
Na przyktad przy liczeniu 5! kaze policzy¢ 4! i pomnozy¢ przez 5.
Jako pewnik daje nam tylko fakt, ze 0! = 1. Jak sig okazuje — to zupel-
nie wystarczy. Sprébuj na kartce, zgodnie z ta definicjg, policzyc¢ 5!.
Powinienes$ otrzymac taki ciag obliczen:

50 =5 * 41

50 =5 % (4 *31)
51=5 % (4% (3*21))

51 =5 % (4% (3% (2*11)))

50 =5* (4% (3*(2*(1*0!))))
5L=5* (4> (3*(2*(1*1))))
5L=5* (4% (3% (2*1)))

51 =5 % (4% (3*2))

50 =5* (4 *6)

51 =5 %24

50 =120
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Jak widaé, otrzymaliémy poprawny wynik. Przesledzenie tego przy-
ktadu pozwoli na zrozumienie takiego sposobu definiowania funkcji
i przeprowadzania obliczen. Metoda ta jest bardzo czesto wykorzysty-
wana w programowaniu i nosi nazwe rekurencja. W skrécie méwiac, po-
lega ona na definiowaniu funkcji za pomoca niej samej, ale z mniejszymi
(badZ w inny sposéb latwiejszymi) argumentami. A w przypadku pro-
gramowania — na wykorzystaniu funkcji lub procedury przez nig sama.

CWICZENIE -
1.7 Rekurencyjne mnozenie liczb

Sprobuj zdefiniowaé mnozenie dwdch liczb naturalnych A i B w spo-
sob rekurencyjny.

To tylko ¢wiczenie — do niczego sie w przyszlosci nie przyda
(wszak komputery potrafiag mnozyc¢), ale pozwoli Ci sig blizej zapoznac
z rekurencja.

A gdy B=1
A-B=
A+[A-(B-1)] gdy B>1

Oczywiscie mozna tez:
B dy A=l
A.B= gdy
[(A-1)-B]+B gdy A>1
Wiele podejmowanych dzialan (zar6wno matematycznych, jak i w zy-

ciu codziennym) podlega zasadzie rekurencji. Kilka ¢wiczen dodatko-
wych pod koniec rozdziatu pozwoli jeszcze lepiej sie z nig zapoznac.

CWICZIENIE _—

m Obliczanie ciagu Fibonacciego

Przemysl sensowno$¢ rozwigzania rekurencyjnego problemu N-tego
wyrazu ciggu Fibonacciego.

To ¢wiczenie jest ilustracja swoistej ,,putapki rekurencji”, w ktéra tatwo
moze wpas¢ nieuwazny programista. Wiele oséb po poznaniu tej tech-
niki stosuje ja, kiedy tylko sie da. A juz na pewno zawsze, gdy problem
jest zdefiniowany w sposéb rekurencyjny. Latwo mozna sta¢ sie ofiarg
tej pozytecznej techniki.
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Rozwazmy ciag Fibonacciego, ktérego wyrazy opisane sg definicja
rekurencyjna:
0 gdy N=0
F(N)= 1 gdy N=1
F(N-1)+F(N-2) gdy N>1

Wydaje sie, ze nasz problem rozwiazuje juz sama definicja. Wystarczy
wykorzysta¢ rekurencje. Sprobujmy wiec na kartce, zgodnie z definicja,
policzy¢ kilka pierwszych wyrazéw ciagu:

Fo) = 0

) = 1

F2) = FH+FO=1+0=1

F3) = F2)+F1)=F1)+FO) +F1)=1T+0+1=2

F(3) + F(2) = F(2) + F(1) + F(2) =
F4) = F1)+ FO) + F(1) + K1) + F0) =

1T40+1+14+0=3

F(4) + F(3) = F3) + FQ2) + F(3) =
F2) + F(1) + F2) + FQ2) + F(1) =

s F(1) + FO) + F(1) + (1) + F(O) + F(1) + F(O) +
F)=14+0+1T+1+0+1T+0+1=5
F(7) + F(6) = F(6) + F(5) + F(5) + F(4) =
F®8) = F5)+ F4) + F4) + F3) + F(4) + F3) + F(3) +
F(2) = ...to liczenie nie idzie chyba w dobrym kierunku. ..
F(50) =  Czy sa jacys odwazni?

Cos jest nie tak — algorytm liczacy F(8) kaze nam w pewnym momen-
cie liczy¢ az trzy razy F(4) i trzy razy F(3). OczywisScie nie bedzie tego
liczyt tylko raz i przyjmowat wyniku dla wszystkich obliczen, ponie-
waz wystepujg one w r6znych wywotaniach rekurencyjnych i wzajem-
nie nic nie wiedzg o swoich wynikach. Podobnie nie da sie skorzystac
z wyliczonych juz poprzednich wartosci, poniewaz nigdzie nie sa prze-
chowywane. To jest bardzo zly sposéb rozwigzania tego problemu.
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Mimo ze funkcja posiada dobrg rekurencyjng definicje, jej zaprogramo-
wanie za pomocg rekurencji nie jest dobre.

A jak zaprogramowac obliczanie wartos$ci takiej funkcji za pomoca
komputera? Bardzo tatwo — iteracyjnie. Wystarczy liczy¢ jej kolejne
wartoéci dla liczb od 2 az do szukanej i pamieta¢ zawsze tylko ostatnie
dwa wyniki. Ich suma stanie sig za kazdym razem nowa wartoscig i do
kolejnego przebiegu przyjmiemy wiasnie ja i wieksza z poprzednich
dwdch. Czas pracy rozwigzania iteracyjnego jest wprost proporcjonalny
do wartosci N. A od czego zalezy ten czas w przypadku rozwigzania
rekurencyjnego? Niestety od 2". Pamietasz legende o twoércy szachow?
Jezeli nie, koniecznie jg odszukaj. Jest ona piekna ilustracjg wzrostu
warto$ci funkcji potegowej:

N 2V

1 2

2 4

3 8

4 16

10 1024

11 2048

12 4096

20 1048576

30 1073741824

40 1099511627776

60 1152921504606846976
100 1267650600228229401496703205376

1000 ok.1-10%"

Jak wida¢, wraz ze wzrostem wielko$ci danej czas rozwigzywania zada-
nia bedzie rést w sposéb niesamowity. W ¢wiczeniu 3.57 bedziesz
mial mozliwos¢ sprawdzenia czasu dzialania algorytmu o zlozonosci
wykladniczej (tak informatycy nazywaja funkcje, ktéra okresla czas
obliczen w zalezno$ci od rozmiaru danych) dla réznych danych.

Algorytméw o zlozonosci wykladniczej nie nalezy stosowad. Istnieje
co prawda cata grupa problemoéw, dla ktérych nie znaleziono metody
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rozwigzania lepszej niz wykladnicza (i prawdopodobnie nigdy nie
zostanie ona znaleziona), jednak przy ich rozwigzywaniu stosuje sie
inne, przyblizone, lecz szybciej dzialajace algorytmy. W przeciwnym
razie nawet dla problemu z bardzo matlg liczbg danych trzeba by bylo
czekac wieki na rozwigzanie.

Duzo lepsze sa algorytmy o zfozonosci wielomianowej (takie, w ktérych
czas pracy zalezy od potegi rozmiaru problemu — na przyklad od kwa-
dratu problemu). Bardzo dobre — w klasie wielomianowych — sg te
o zlozonosci liniowej (i takie algorytmy udato sig nam wymysli¢!). Ist-
nieje jednak jeszcze jedna klasa, ktéra informatycy lubia najbardziej.
Poznasz jg w nastepnym ¢wiczeniu.

A jako ostatnig informacje z tego ¢wiczenia zapamietaj, ze kazdy algo-
rytm rekurencyjny da sie przeksztalci¢ do postaci iteracyjnej. Czasami
tak atwo jak silnie czy ciag Fibonacciego, czasem trudniej lub bardzo
trudno (bywa, ze algorytm, ktéry w postaci rekurencyjnej miat kilka
wierszy, w postaci iteracyjnej ma ich wielokrotnie wiecej). Prawie zaw-
sze stracimy na czytelnoéci — zwykle zyskamy jednak na czasie pracy
i obciazeniu komputera. Jezeli wigc przeksztalcenie do postaci iteracyj-
nej jest proste i oczywiste, nalezy to zrobi¢ — ale nie za wszelka cene.

CWICZENIE -
Algorytm podnoszenia 2 do potegi naturalnej

Znajdz metode obliczania wyrazenia 2", gdzie N jest liczba naturalna.

Nasunat Ci sig pierwszy pomysl: skorzystanie z naszego znakomitego
algorytmu z éwiczenia 1.5. Wszak 2~ = ¥ ", wiec z szybkim wylicze-
niem nie bedzie problemu. Pomysl nawet nam sie podoba (Swiadczy
o tym, ze oswoile$ sie juz z mysla, by rozwiazywac problemy przez
ich sprowadzanie do juz rozwigzanych). Ale klopot polega na tym, ze
nasza metoda opiera sie na funkcjach, ktére dziataja na liczbach rze-
czywistych (e* i In(x)). Poniewaz komputer reprezentuje liczby rzeczy-
wiste z pewnym przyblizeniem, nie dostaniemy niestety doktadnego
wyniku — liczby naturalnej. Dla odpowiednio duzego N wynik zacznie
by¢ obarczany btedem. A my tymczasem potrzebujemy wyniku bedace-
go liczbg naturalng. Pomyélmy wiec nad innym rozwigzaniem.

A gdyby tak po prostu N razy przemnozy¢ przez siebie liczbe 2 (a jezeli
N = 0, za wynik przyja¢ 1)? Pomyst jest dobry. Jego zlozonos¢ jest
liniowa (przed chwilg napisalisémy, ze dla liczby N nalezy pomnozy¢
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N razy — liniowo$¢ rozwigzania wida¢ bardzo dobrze). Rozwigzanie
jest poprawne.

Ale da sig to zrobi¢ lepiej — rekurencyjnie. Sprébujmy zdefiniowa¢ 2V
w nastepujacy sposéb:

1 gdy N=0
2V = (2"‘” 2)2 gdy N jest parzyste
2. (21L/2 )2 gdy N jest nieparzyste

(przez N/2 rozumiemy catkowity cze$¢ dzielenia N przez 2). Jako drobne
¢wiczenie matematyczne proponujemy sprawdzi¢ (a moze nawet udo-
wodnié?), czy jest to prawda. Jezeli kto§ chce sie zmierzy¢ z dowodem,
radzimy przypomnie¢ sobie dowody indukcyjne. Rekurencja w informa-
tyce i indukcja w matematyce to rodzone siostry.

Powstaje pytanie (metode — rekurencyjng — juz mamy): czy to daje
nam jaka$ oszczedno$é? Przyjrzyjmy sie jeszcze raz temu wzorowi.
Za kazdym razem warto$¢ argumentu maleje nie o jeden czy dwa (jak
byto w przypadku silni czy ciggu Fibonacciego), ale... o potowe. Czyli
gdy szukamy potegi 32, za drugim razem bedziemy juz szukaé 16, za
trzecim — 8, potem — 4, 2, 1 i zerowej. To nie jest w Zzaden sposéb
liniowe. To jest o wiele lepsze! Jak nazwa¢ zlozono$¢ tego algorytmu?
Przyjelo sie mowié, ze jest to ztozonos¢ logarytmiczna. Oznacza to, ze
czas rozwigzania problemu jest zalezny od logarytmu (w tym przypad-
ku o podstawie 2) wielkosci danych. To jest to, co informatycy lubia
najbardziej.

Tabelka, ktérg pokazaliSmy wczesniej, bytaby niepelna bez danych
o zlozonosci logarytmicznej. Powtérzmy jg zatem:

N log.(N) 2V
1 0 2
2 1,00 4
3 1,58 8
4 2,00 16
10 3,32 1024
11 3,46 2048
12 3,58 4096
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N log.(N) 2N
20 4,32 1048576
30 4,91 1073741824
40 5,32 1099511627776
60 5,91 1152921504606846976
100 6,64 1267650600228229401496703205376
1000 9,97 ok. 1-10%

Czy widzisz r6znice? Dla danej o wartoéci 1000 algorytm logarytmiczny
musi wykonaé tylko 10 operacji mnozenia, a liniowy — az tysigc.
Gdybysmy wymysélili algorytm wyktadniczy, liczby operacji mnozenia
nie daloby sig tatwo nazwaé, a juz na pewno nie datoby sie tych obli-
czen przeprowadzi¢ na komputerze.

Ten typ algorytmow, ktére sprowadzaja problem nie tylko do problemoéw
mniejszych tego samego typu, ale do mniejszych przynajmniej dwu-
krotnie, nazwano (naszym zdaniem stusznie) dziel i zwyciezaj. Zawsze,
gdy uda Ci sie podzieli¢ w podobny sposéb problem na mniejsze, masz
szanse na uzyskanie dobrego, logarytmicznego algorytmu.

CWICZENIE r—
Algorytm okreslania liczb pierwszych

Sprawdz, czy liczba N jest liczba pierwsza.

Dla przypomnienia: liczba pierwsza to taka, ktéra ma tylko dwa rézne,
naturalne dzielniki: 1 i samg siebie.

Zadanie wbrew pozorom nie jest tylko sztukg dla sztuki. Funkcja spraw-
dzajaca, czy zadana liczba jest pierwsza, czy nie (i znajdujaca jej dziel-
niki), w szybki sposéb (a wiec o matej zlozonosci) miataby ogromne
znaczenie w kryptografii, i to takiej silnej, najwyzszej jakosci, a kon-
kretnie — w lamaniu szyfréw. Warto wiec po$wieci¢ chwilke na rozwig-
zanie tego zadania.

Pierwszy pomyst: dla kazdej liczby od 2 do N — 1 sprawdzi¢, czy nie
dzieli N. Jezeli ktoras z nich dzieli — N nie jest pierwsze. W przeciw-
nym razie jest. Pierwszy pomysl nie jest zly. Funkcja na pewno dziala
i ma zlozono$¢ liniowa. Troszke da sie ja poprawié, ale czy bardzo?
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Poczynimy nastepujaca obserwacje. Jezeli liczba N nie byta podzielna
przez 2, to na pewno nie jest podzielna przez zadna liczbe parzysta.
Mozna wiec $§miato wyeliminowaé sprawdzanie dla wszystkich liczb
parzystych wiekszych od 2. Czyli sprawdza¢ dla 2, 3, 5, 7 itd. Reduku-
jemy w ten sposéb problem o polowe, uzyskujac ztozonosé, no wlasnie
— jaka? Tak, nadal liniowa. Algorytm bez watpienia jest szybszy, ale
ciagle w tej samej klasie.

Pomy$lmy dalej. Dla kazdego ,,duzego” (wiekszego od Jn ) dzielnika N
musi istnie¢ dzielnik ,maty” (mniejszy od Jn ) — bedacy ilorazem N
i tego ,,duzego”. Nie warto wiec sprawdza¢ liczb wigkszych od VN —
jezeli przedtem nie znalezliSmy dzielnika, dalej tez go nie bedzie. Czyli
nie sprawdzamy liczb do N - 1, tylko do J~N. Czy co$ nam to dato?
Oczywiscie algorytm dziata jeszcze szybciej. A jak z jego zlozonoscia?
Co prawda nie jest liniowa, ale wyktadnicza (tylko z lepszym niz liniowa
wykladnikiem). Proste pytanie: z jakim wykladnikiem zloZzonos¢ wie-
lomianowa jest liniowa, a z jakim jest taka, jakg uzyskalismy? Jezeli po-
dates wartosci, odpowiednio, 1 i 1/2, to udzielite$ poprawnej odpowiedzi.

=

1.3. Co powinienes zapamietac
z tego cyklu ¢wiczen

Co to jest algorytm?

Co to jest zlozono$¢ algorytmu?

Co to jest iteracja?

Co to jest rekurencja?

Dlaczego rekurencja nie zawsze jest dobra?
Na czym polega metoda dziel i zwyciezaj?

000000 DO

Jak wygladajg dobre algorytmy dla kilku prostych probleméw:
gotowania makaronu, szukania najwiekszego wspélnego dzielnika,
najmniejszej wspélnej wielokrotnosci, silni, wyrazu ciagu
Fibonacciego, potegi liczby oraz sprawdzania, czy liczba jest
pierwsza?
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1.4. Cwiczenia do samodzielnego
rozwigzania

CWICZENIE

Gotowanie potraw

Napisz algorytm gotowania ulubionej potrawy.

Mozesz postuzy¢ sie ksigzka kucharska. Zwréé szczegblng uwage na
sktadniki (czyli ,,dane” algorytmu) oraz na kolejnos¢ dziatan.

CWICIENIE _—

Udzielanie pierwszej pomocy

Podaj algorytm udzielania pierwszej pomocy osobie poszkodowanej
w wypadku samochodowym.

CWICZENIE

Obliczanie pierwiastkow

Napisz algorytm liczenia pierwiastkéw réwnania kwadratowego.

Funkcja (dla przypomnienia) ma postac f{x) = ax’ + bx + ¢. Przypomnij
sobie szkolny sposéb liczenia pierwiastkéw — on w zasadzie jest juz
bardzo dobrym algorytmem.

CWICZENIE

Obliczanie wartosci wielomianu

Przeanalizuj problem obliczania wartosci wielomianu.

Wielomian ma nastepujaca postac: w(x) = a,x" + a,.x"" + ... + a;x + a,.
Por6wnaj metode najbardziej oczywistg (mnozenie i dodawanie ,,po
kolei”) z algorytmem opartym na schemacie Hornera, ktéry méwi, ze
wielomian mozna przeksztalci¢ do postaci: w(x) = (... (a,x + a,)x +

. + a)x + a, Aby to nieco rozjasni¢: wielomian trzeciego stopnia:
wy(x) = ax’ + a,x’ + a;x + a, mozna przeksztalci¢ do postaci: w(x) =
((asx + ay)x + a,)x + a, — sprawdz, Ze to jest to samo. Por6wnaj liczbe
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dziatan (mnozen i dodawan) w obu przypadkach. Czy ztozonos¢ w kt6-
ryms$ z nich jest lepsza? Jezeli nie, to czy mimo wszystko warto stoso-
wacé ktoéry$ z nich? Moze jeste$§ w stanie zauwazy¢ takze jakie$ inne
jego zalety?

CWICZENIE r—
Zgadywanie liczb

Przeanalizuj gre w zgadywanie liczby.

Pamietasz gre: zgadnij liczbe z zakresu 1 — 10007 Zgadujacy podaje
odpowiedz, a Ty méwisz ,,zgadtes”, ,za duzo” albo ,,za mato”. Gdyby
zgadujacy ,strzelal”, trafienie trwatoby dtugo. Mozna jednak wymysli¢
bardzo sprawny algorytm zgadniecia liczby. Sprébuj go sformutowac.
Ile maksymalnie razy trzeba zgadywac, zeby mie¢ pewnos$¢ uzyskania
prawidlowego wyniku? Jaka zlozonos¢ ma algorytm? Czy przypomina
Ci ktéras z metod z poprzednich éwiczen? Zapamietaj nazwe tej me-
tody: przeszukiwanie binarne.

CWICZENIE —

m Potozenie punktu wzgledem trojkata

Sprawdz, czy punkt X lezy wewnatrz, czy na zewnatrz tréjkata ABC.

Narysuj oba przypadki na kartce i rozwaz pola tréjkatéw, ktére po-
wstaty poprzez potaczenie wierzchotkéw tréjkata z punktem, oraz kom-
binacje ich sum. Podaj algorytm sprawdzania.

CWICZENIE r—
Wieiel-lanoi

Napisz algorytm rozwiazania problemu wiez Hanoi.

all LIl Ll
ki Ll lal (&l
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Wieze Hanoi to klasyka zadan informatycznych. Do dyspozycji masz
trzy stosy, na ktorych uktadasz kétka. Na poczatku kétka tworza pira-
mide na jednym z nich. Nalezy przenies¢ ja cala na drugi stos zgodnie
z zasadami: kazdorazowo mozna przeniesé tylko jedno kétko ze szczytu
dowolnego stosu; nie mozna klas¢ kétek wiekszych na mniejsze. Przyj-
rzyj sie ilustraciji.

Podaj algorytm rozwigzania tego problemu. Zastanéw sie nad rozwia-
zaniem rekurencyjnym. Jakg zlozonos¢ moze mie¢ wymyslony algo-
rytm? Czy mysSlisz, ze da sig znalez¢ rozwiazanie o lepszej ztozonosci?
CWICZIENIE -
Znajdowanie maksimum

Rozwaz algorytmy przeszukiwania ciagu liczb w celu znalezienia
maksimum.

Masz do dyspozycji nieuporzadkowany skoniczony ciag liczb i zadanie,
aby znalez¢ w nim najwiekszg liczbg. Przemys$l dwie metody:

1. Przesuwasz sie po kolejnych wyrazach ciggu i sprawdzasz,
czy biezacy nie jest wiekszy od dotychczas znalezionego
najwiekszego (ktéry pamietasz). Jezeli tak, to przyjmujesz,
Ze to on jest najwiekszy. Po dojéciu do konca ciagu bedziesz
znal odpowiedz.

2. Dziatasz rekurencyjnie. Jezeli ciag jest jednoelementowy,
uznajesz, ze ten element jest najwigkszy. W przeciwnym razie
dzielisz cigg na dwie czesci i sprawdzasz, co jest wieksze —
najwiekszy element lewego podciagu czy najwiekszy element
prawego podciagu.

Drugi algorytm jest typu dziel i zwyciezaj i na pierwszy rzut oka wydaje
sie lepszy niz pierwszy (liniowy). Sprawdz, czy to prawda. Zréb to na
kilku przykladach. Ktéry algorytm jest lepszy? Dlaczego wynik jest taki
zaskakujacy?

=
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CWICZENIE

Analizowanie funkcji Ackermanna
Przyjrzyj sie funkcji Ackermanna.

n+l edy m=0
A(m,n) = A(m—1,n) gdy m>0,n=0
A(m—=1, A(m,n—-1)) gdy m,n>0

Ta niewinnie wygladajaca funkcja zdefiniowana rekurencyjnie to praw-
dziwy koszmar. Sprébuj policzy¢ A (2, 3) bez pamiegtania w czasie wyli-
czania wartosci juz policzonych. A co z A (3, 3)? Czy odwazylbys sie
policzy¢ A (4, 3)? Czy algorytm rekurencyjny zdaje tu egzamin?

Sprébuj podej$é do zadania w inny sposéb. Zapisuj wyliczane wyniki

w tabelce (na przyktad w pionie dla wartoéci m, w poziomie dla n).
Ponizej masz poczatek takiej tabelki:

mn 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
2 3 5 7 9
3 5
4

Sprébuj policzy¢ kilka kolejnych wartosci. Zastanéw sig, w jaki sposéb
mozna sprobowac zabra¢ sig do rozwigzania tego problemu iteracyjnie.
=
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CWICZENIA PRAKTYCZNE

Python to niezwykle wydajny i wszechstronny jezyk programowania, ktory znajduje
zastosowanie w roznych dziedzinach informatyki. Stanowi fundament rozwiazan
wykorzystywanych przez YouTube'a czy aplikacje Google'a. Czytelnosc i zwieztos¢ kodu,
szeroki wybor bibliotek standardowych oraz wsparcie ze strony producentéw réznych
systemow operacyjnych sprawiajg, Zze jezyk ten z roku na rok zyskuje coraz wigkszg
popularno$¢ wsréd profesjonalnych programistow i oséb amatorsko tworzgcych wtyczki czy
skrypty uruchamiane w aplikacjach komercyjnych.

Czas do nich dotqc zyC! Siegnij po ksiazke Python. Cwiczenia praktyczne,
ktéra w prosty i przystepny sposob wprowadzi Cie w swiat programowania komputerow
przy uzyciu jednego z najpopularniejszych jezykéw! Na praktycznych przyktadach naucz sie
czytac algorytmy i je implementowac, poznaj podstawy Pythona, sktadnie oraz konstrukcje
stosowane w tym jezyku — i zacznij myslec jak zawodowy programista! Tylko krok dzieli Cig
od rozpoczecia przygody z programowaniem, wigc nie trac czasu ijuz dzi$ zacznij cwiczyc!

Wprowadzenie do algorytmiki

Analiza i rozwigzywanie probleméw

Instalacja i korzystanie z IDE

Struktura programu i instrukcje Pythona
Zmienne, proste typy danych i operatory
Korzystanie z bibliotek standardowych

Ztozone typy danych i programowanie obiektowe
Praktyczne zadania do samodzielnego wykonania

Dowiedz sig,
jak oswoic Pythona! siegnij PO@
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