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W kopalni wiedzy na temat modelowania geometrycznego, jaką jest książka Podstawy mo -
delowania  Autor, przygotowując trzecie jej wydanie, udostępnił
Czytelnikom nowe pokłady i chodniki. Znajdą tu oni m.in. uzupełnienia na temat wy-
miernych trójkątnych płatów Béziera na sferze, wstawiania węzłów za pomocą algorytmu
Lane’a–Riesenfelda i obliczania długości krzywych B-sklejanych oraz dokładniejszą ana-
lizę własności aproksymacyjnych kubicznych funkcji sklejanych.

Klasyczna teoria krzywych i powierzchni Béziera i B-sklejanych, a także opisy stoso-
wanych w gracce komputerowej i w projektowaniu wspomaganym komputerem algo-
rytmów ich przetwarzania zostały uzupełnione wiadomościami na temat powierzchni
reprezentowanych przez siatki nieregularne. Znacznie rozbudowane rozdziały na temat
ciągłości geometrycznej krzywych i powierzchni zawierają szczegółowy opis krzywych
β-sklejanych, własności powierzchni granicznych otrzymanych przez zagęszczanie siatek,
nową metodę gładkiego łączenia obciętych powierzchni B-sklejanych i doskonalszą kon-
strukcję powierzchni wypełniających wielokątne otwory, umożliwiającą przeprowadzanie
optymalizacji kształtu takich powierzchni. Wzory i rozważania teoretyczne zostały w tej
książce znakomicie zilustrowane na ponad 300 rysunkach.

Choć obecne wydanie nie zawiera płyty z oprogramowaniem, sam pakiet BSTools, znacz-
nie rozbudowany od ukazania się drugiego wydania książki, do którego był dołączony, jest
dla osób zainteresowanych dostępny na stronie www.it.pwn.pl. Czytelnicy trzeciego
wydania książki mają okazję poznać teorię, na której opierają się algorytmy zaimplemen-
towane w tym pakiecie, co pomoże im w pisaniu własnych programów i w skutecznym
posługiwaniu się również innymi pakietami graki komputerowej i projektowania wspo-
maganego komputerem.

Przemysław Kiciak jest absolwentem Wydziału Samochodów i Maszyn Roboczych Poli-
techniki Warszawskiej oraz Wydziału Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu
Warszawskiego. Pracę doktorską obronił w roku 1996 na Wydziale Fizyki Technicznej
i Matematyki Stosowanej Politechniki Warszawskiej, a w roku 2009 na Wydziale Elek-
troniki Politechniki Warszawskiej uzyskał stopień doktora habilitowanego. Pracuje na
Uniwersytecie Warszawskim, gdzie prowadzi m.in. zajęcia z metod numerycznych, graki
komputerowej i modelowania geometrycznego.
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0.1. Reprezentacje figur geometrycznych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
0.2. Reprezentacje krzywych i powierzchni parametrycznych . . . . . . . . . . 20
0.3. Zadanie interpolacyjne Lagrange’a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

0.3.1. Algorytm Aitkena . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
0.3.2. Własności wielomianowych krzywych interpolacyjnych . . . . . . 26
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3.5. Pochodne płatów trójkątnych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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3.8.2. Formy biegunowe i krzywizny płata . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
3.8.3. Reparametryzacja płata wymiernego . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
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5.1. Konstrukcja gładko połączonych krzywych Béziera . . . . . . . . . . . . . 175
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5.5.12. Sympleksowy dowód wzoru Mansfielda–de Boora–Coxa . . . . . . 246
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7.2.4. Dobór węzłów dla krzywych interpolacyjnych . . . . . . . . . . . 309
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8.2. Równania ciągłości geometrycznej krzywych . . . . . . . . . . . . . . . . 337
8.2.1. Wzór Fàa di Bruno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337
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9. Ciągłość geometryczna powierzchni 371
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9.3. Równania ciągłości dla płatów wielomianowych . . . . . . . . . . . . . . . 377

9.3.1. Podstawy algebraiczne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 377
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połączonych z ciągłością G2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 390
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B.2.1. Mnożenie wielomianu i krzywej . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 535
B.2.2. Wyznaczanie płatów Béziera opisujących wektory normalne . . . . 537
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Przedmowa

. . . wrócili mocno zadziwieni, Trurl bowiem nie
Doradcę budował, lecz wiele rozmaitych maszyn

kowalskich, ślusarskich i elektrykarskich;

następnie usiadł i na długiej taśmie papieru,

gwoździem czyniąc w niej otworki, sporządził

dokładny program Doradcy i poszedł na

przechadzkę, maszyny zaś tłukły się w baszcie do
późnej nocy, rano zaś Doradca był już gotów.

STANISŁAW LEM: Cyberiada.

Książka Podstawy modelowania krzywych i powierzchni jest adresowana do czte-
rech grup Czytelników. Pierwsze dwie to programiści i użytkownicy systemów
CAD/CAM, którzy znajdą tu teoretyczne podstawy działania swoich produktów
i narzędzi pracy. Trzecia grupa to osoby czynnie zainteresowane grafiką kompute-
rową, dla których w książce znalazły się przykładowe algorytmy związane z gra-
fiką. Czwartą grupę stanowią studenci, dla których modelowanie może się stać
świetną okazją do oswojenia się z wieloma pojęciami i faktami z algebry, geo-
metrii, analizy i metod numerycznych.

Książka ta nie zawiera instrukcji obsługi żadnego pakietu oprogramowania ani
systemu modelowania, ale można w niej znaleźć opisy własności krzywych i po-
wierzchni pomocne w posługiwaniu się takimi systemami. Wśród osób zaintereso-
wanych grafiką i modelowaniem są i takie, które po matematykę sięgają z pewną
taką nieśmiałością, natomiast są lub chcą być dobrze obeznane z używanym przez
siebie oprogramowaniem. Zachęcając również te osoby do lektury, chciałbym je
uspokoić: naprawdę trudnej matematyki w tej książce nie ma, choć przyznaję, że
w kilku miejscach rachunki są żmudne. W ostateczności dowody niektórych twier-
dzeń można potraktować (z zachowaniem wszelkich proporcji) jak opisy przyrody
w najważniejszej lekturze szkolnej (ale nie dotyczy to studentów matematyki, ani,
jak sądzę, polonistyki). W miarę pogłębiania praktycznych umiejętności mode-
lowania nadejdzie ta chwila, w której poznanie jego matematycznych podstaw
przyniesie nie tylko pożytek, ale i przyjemność (podobnie jak przeczytanie tych
opisów przyrody).

Zainteresowanie i uwagi Czytelników skłoniły mnie do wprowadzenia wielu
zmian w treści książki, która w pierwszym wydaniu zasłużyła na opinię trudnej.
Jest tylko jeden sposób usunięcia takiej wady, mianowicie powiększyć ją i uczy-
nić z niej zaletę. Dowiedziawszy się, czego zrozumienie sprawiało Czytelnikom
najwięcej kłopotów, przedstawiłem niektóre wywody bardziej szczegółowo, inne
uprościłem, a jeszcze inne staną się bardziej przejrzyste dzięki dodatkowym ilu-
stracjom. Poprawiłem też wszystkie znalezione błędy i dodałem wiele nowych
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wiadomości.
W pierwszej części książki, składającej się z ośmiu rozdziałów, są opisane

krzywe i powierzchnie Béziera i B-sklejane oraz interpolacyjne krzywe sklejane
i powierzchnie Coonsa, przy czym nacisk jest położony na praktyczne zastoso-
wania teorii, a zwłaszcza na to, jak przekłada się ona na możliwości interak-
cyjnego kształtowania krzywych i powierzchni. Materiał przedstawiony w tej
części jest rozszerzeniem wykładu z modelowania geometrycznego, który pro-
wadziłem na Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu War-
szawskiego. Oprócz stosunkowo prostych metod wyznaczania punktów krzywych
i powierzchni, opisane są nieco bardziej skomplikowane procedury przetwarza-
nia tych obiektów. Procedury takie mają zwykle wiele elementów, które można
zaprogramować na różne sposoby, i od ich implementacji zależy poprawność
całej procedury (na przykład gwarancja znalezienia wszystkich punktów przecięcia
krzywych itp.). Przedstawione tu własności krzywych i powierzchni znajdują
bezpośrednie zastosowanie w opracowaniu poprawnych procedur.

Druga część książki jest poświęcona pojęciu ciągłości geometrycznej krzywych
i powierzchni. Pojęcie to ma podstawowe znaczenie dla konstrukcji obiektów
o gładkim kształcie. Oprócz ogólnej, ale nieco abstrakcyjnej teorii, książka za-
wiera opis konkretnych konstrukcji, z zastosowaniem przedstawionych wcześniej
reprezentacji krzywych i płatów powierzchni.

Ostatnia, trzecia część książki składa się z sześciu dodatków, w których zo-
stały zebrane podstawowe wiadomości potrzebne do zrozumienia poszczególnych
rozdziałów. Najważniejszy przedmiot matematyczny, potrzebny w prawie wszyst-
kich rozważaniach w tej książce, to algebra liniowa. Wiadomości w dodatku A
są jednak z konieczności skondensowane i warto poznać ten przedmiot dokładniej,
z podręcznika. Tutaj chodziło przede wszystkim o zebranie terminologii i ustalenie
oznaczeń stosowanych w książce. Pozostałe dodatki w zasadzie trzeba traktować
podobnie. Na przykład, metody numeryczne opisane w dodatku E zostały wybrane
arbitralnie; jest wiele metod, które warto znać, a o których nie napisałem. Nato-
miast dla każdego zadania, którego rozwiązanie jest potrzebne do wykonania do-
wolnej opisanej w książce konstrukcji krzywej lub powierzchni, Czytelnik znajdzie
w tym dodatku opis co najmniej jednej metody odpowiedniej do rozwiązania tego
zadania. Zajmując się metodami numerycznymi, nie można pominąć zagadnień
związanych z błędami zaokrągleń, które mało kto lubi, bo są uciążliwe. Książka ta
nie jest jednak podręcznikiem metod numerycznych i dlatego zamieszczone w niej
wiadomości na ten temat sprowadzają się do paru uwag, które mają przypominać,
że problem istnieje.

Materiał w tej książce jest przedstawiony w sposób dość ścisły i kompletny,
choć nie zanadto sformalizowany. Z zasady, wiadomości łatwiejsze (zawarte w po-
czątkowych rozdziałach) są przedstawione bardziej szczegółowo i z mniejszymi
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opuszczonymi fragmentami rachunków (od zasady tej zdarzają się wszakże wy-
jątki w wiadomościach uzupełniających na końcu niektórych rozdziałów). Warto
potraktować takie opuszczenia jako okazje do poćwiczenia tych rachunków; można
w ten sposób lepiej poznać własności krzywych i powierzchni i nabrać wprawy
przydatnej podczas lektury trudniejszych rozdziałów.

Jednym z ważniejszych elementów książki są ilustracje. Gdyby (co wcale nie
musi być prawdą) jeden obraz był wart tysiąca słów, to tekst tej książki, który
w drugim wydaniu składa się z mniej niż ćwierci miliona słów, byłby wart mniej
niż ponad 250 zamieszczonych w niej rysunków. Tekstu i rysunków nie da się
jednak rozdzielić. Rysunki są ilustracjami do tekstu, a w kilku miejscach zastę-
pują bardzo dokładny (i przez to ciężkostrawny) opis pewnego obiektu, zjawiska
lub problemu. Oglądanie rysunków stanowi więc istotną część lektury. Nie spo-
sób jednak narysować wszystkiego, co chciałoby się pokazać. Dlatego chciałbym
namówić Czytelników do wykonywania rachunków połączonego z rysowaniem;
zarówno ręcznie, jak i z pomocą komputera. Ze wszystkich znanych mi sposo-
bów, aby wzory ożywić w wyobraźni, ten jest chyba najskuteczniejszy. Oglądając
rysunki obiektów, łatwiej jest dojść do wprawy w interpretacji opisujących je wzo-
rów i w wyprowadzaniu nowych.

Podtrzymując wyrażoną w przedmowie pierwszego wydania opinię, że włas-
noręczne napisanie i uruchomienie implementacji algorytmu jest cennym ćwicze-
niem, zdecydowałem się po zastanowieniu dołączyć do książki gotowe procedury.
Są one napisane w języku C, realizują wiele algorytmów opisanych w tej książce
(choć nie wszystkie) i w szczególności są rozwiązaniami wielu proponowanych
ćwiczeń. W zamierzeniu mogą one być użyte w dowolnym programie. Obok tych
procedur zamieściłem kilka programów, których głównym zadaniem jest pełnienie
w tej książce roli ruchomych obrazków.

Każdy program wyświetlający grafikę, nawet tak prosty jak załączone programy
demonstracyjne, musi być przygotowany do działania w określonym środowisku.
Programy na krążku są przystosowane do systemu Linux/X Window, ale proce-
dury przetwarzania krzywych i powierzchni są całkowicie niezależne od systemu.
Dzięki temu kompilacja i uruchomienie tych procedur w byle jakim systemie po-
winny się udać bez żadnych zmian kodu źródłowego.

O zamieszczonym zbiorze procedur można zapewne powiedzieć wiele, ale nie
to, że jest on kompletny. Rozpowszechnianie oprogramowania w tym stanie może
budzić kontrowersje. Ponieważ jednak doprowadzenie go do stanu, który mógł-
bym uznać za ukończony, nie wydało mi się możliwe w żadnym przewidywalnym
terminie, więc za decyzją o dołączeniu go do książki przeważyło przypuszczenie,
że w dalszym jego rozwoju mogą wziąć udział Czytelnicy.

Dla ułatwienia lektury chciałbym jeszcze coś wyjaśnić. Używam pierwszej
osoby wtedy, gdy wypowiadam się we własnym imieniu, na przykład zachęcam do
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wykonania ćwiczenia. Pisząc „my”, mam na myśli siebie i Czytelnika, w którego
imieniu pozwalam sobie napisać na przykład, że „możemy” coś zrobić. Forma bez-
osobowa oznacza, że rzecz jest ogólniejsza, a ponadto na przykład zwrotu „można
zrobić” używam wtedy, gdy nie podałem wyjaśnienia, jak to zrobić, a czasem także
gdy nie warto (mimo że można). Zobacz też przedmowę Fizjologii smaku An-
thelme Brillat-Savarina, PIW, 1997.

W napisaniu książki takiej jak ta, zwykle oprócz autora ma udział wiele innych
osób. Wszystkich tych, którzy coś wnieśli do treści i formy tej książki, nie jestem
w stanie wymienić, choć wszystkim im chciałbym podziękować. Wymienię tylko
kilkoro z nich. W pierwszym rzędzie Janinę i Michała Jankowskich, którzy „od
zawsze” prowadzili na Uniwersytecie Warszawskim zajęcia z grafiki komputero-
wej i modelowania geometrycznego. Powstanie niniejszej książki jest jednym ze
skutków tej Ich działalności. Profesor Maria Moszyńska swoimi wskazówkami
pomogła mi uporządkować wiadomości z algebry i geometrii i zapobiegła ogłosze-
niu drukiem niejednego głupstwa. Profesor Andrzej Kiełbasiński, którego pytałem
o metody numeryczne, cierpliwie odpowiedział na wszystkie te pytania i każda
Jego odpowiedź wiele mi wyjaśniła. Barbara Putz przeczytała kilka wersji brudno-
pisu obu wydań (znajdując dużo błędów) i przekonała mnie, że wielu Czytelników
oprócz ogólnej teorii potrzebuje konkretnych przepisów. Mirek Nazaruk pomógł
mi w kilku podstawowych sprawach, takich jak instalacja systemu Linux, w któ-
rym, z pomocą programu TEX, wykonałem lwią część pracy nad książką. Sporo
drobnych i dokuczliwych błędów wyiskali z notatek, z których powstała pierwsza
jej część, studenci (kolejni studenci, niestety, znaleźli ich też trochę w pierwszym
wydaniu). Dr Ahmed Zidna, na którego zaproszenie gościłem na Uniwersytecie
w Metzu, pomógł mi lepiej zrozumieć kilka istotnych problemów. W czasie
pracy nad pierwszym wydaniem swoimi uwagami podzielił się ze mną dr Tadeusz
Desperat. Wiele również dowiedziałem się od dra Jerzego Wojciechowskiego,
któremu niestety nie będę już miał okazji pokazać tego wydania książki. Chciał-
bym też podziękować obu Recenzentom. Rozmowy z profesorem Krzysztofem
Marciniakiem, który wcześniej był moim promotorem, pomogły mi zorientować
się w oczekiwaniach potencjalnych Czytelników i zainspirowały do opracowania
pewnych ważnych tematów. Uwagi w recenzji profesora Andrzeja Marciniaka
pozwoliły mi w ostatniej chwili ulepszyć tekst i wprowadzić do niego wiele popra-
wek. Składam również podziękowanie Wydawnictwom Naukowo-Technicznym,
które po raz drugi podjęły trud wydania tej książki. Niepośledni wpływ na jej
powstanie i ostateczną postać wywarła także moja żona, Anna. Trudno przecenić
Jej obecność, cierpliwość i niezależne spojrzenie.

Warszawa, 2005 Przemysław Kiciak


