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5. Aproksymacja

5.1. Zagadnienia aproksymacji

Zaczniemy od znanego problemu digitalizacji, czyli przetwarzania sy-
gnatu analogowego (ciggtego) do postaci cyfrowej. W przedziale [a, b]
okreslona jest funkcja ciggta f (), t € [a, b]. Niech t; bedzie ciagiem
skoriczonym takim, ze tg = a, t, = b oraz

b—a

tiv1 —t; =
Okreslamy funkcje schodkows f; (t) wzorem
fa(t) = f (&)

dlat € [t;,ti+1),72=0,1,...,n— 1. Jest to zamiana postaci analogo-
wej sygnalu na cyfrowa. Funkcja schodkowa f; (t) jest aproksymacija,
czyli przyblizeniem funkcji ciaglej f (¢). Bedziemy sie jednak zajmo-
wac trudniejszym zagadnieniem, w pewnym sensie odwrotnym: majac
dany ciag t;, bedziemy szuka¢ ciagtej funkcji aproksymujacej f ().

Postawmy nastepujacy problem. Majac dane punkty

(z1,01) 5 (T2,92) -5 (@ns ) 5
szukamy funkcji f (z) danej klasy takiej, aby w punktach
x1,T2,...,T, jej wartoSci f(x;) najlepiej przyblizaly wartosci
Y.
Podobne zagadnienie mozna sformutowac dla funkcji. Dana jest funk-
cja g (x), ktéra chcemy dobrze przyblizy¢ funkcja f (z) danej klasy.
Potrzebna jest wigc miara jakosci przyblizenia, czyli odlegloSci mig-
dzy zbiorem

w92, Yn}

a zbiorem

{f(xl)af($2)77f($n)}
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58 5. Aproksymacja

lub tez miedzy funkcjg g (z) a przyblizajaca ja funkcjg f (x).
W tym celu zdefiniujemy miar¢ odleglosci p w zbiorze X, zwang me-
tryka. Przestrzenig metryczng jest para (X, p), gdzie X jest zbiorem,
a metryka p jest funkcjg okreslong na X x X
pi (2.y) = [0,%0).
spelniajaca warunki:
M pz,y) =0 <= z =y,

@ p(z,y)=py, ),
3) pz,y)+p(y,2) > p(x,2).

Warunek (3) nosi nazwe warunku tréjkata. Warto$¢ metryki p (z, y)
to odlegtos¢ miedzy punktami x i y.

Niech F bedzie rodzing funkcji rzeczywistych, ciaglych i ograniczo-
nych, okreslonych na odcinku K = |[a, ], lub funkcji okreslonych na
zbiorze K = {x1,x2,...,x,}. Normg funkcji jest odwzorowanie

1-1: F —0,00),
ktére funkcji f € F przypisuje nieujemng liczbe || f|| i ktére spelnia
warunki:
M JIfIl=0 < f=0,

@) lef(l = [l [I£1],
G A+ lgll = 11f =+ gll-

Warunek (3) nosi nazwe warunku tréjkata.

Norma okresla metryke w rodzinie funkcji. Jesli F jest rodzing funkcji
okreslonych na zbiorze K, to wzér

o (fr9) = 1f =4l

okresla metryke w tej rodzinie. Para (.7-" , p||.|‘) jest przestrzenia me-
tryczng.

Norme dla danej rodziny F mozna okres§la¢ na rézne sposoby.
Norma jednostajna

Jako pierwsza okreslimy norme jednostajng wzorem
If]] = sup |£(z)], (5.1)
zeK

gdzie supremum sup oznacza warto$¢ najwicksza w zbiorze. Jest to
norma, gdyz w oczywisty sposéb spetnione sg warunki (1) — (2).
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5.1. Zagadnienia aproksymacji 59

Sprawdzenia wymaga tylko warunek (3). Jest on spelniony, bo dla

a,beR
la] + b] > |a + |-
Przyklad 5.1.
Na odcinku K = [—5, 5] okreslone sg funkcje
(2?2 +1
f (37) = ¥ )
1022 41
x
g(zx) = 10
Szukamy maksimum ich réznicy
9z
hz) = _ = 52
(0) =1 @) = 9) = {555+ 70 52
Pochodna funkcji h (x):
_ —9(102% - 1)

W(x)= —— 2
(=) 10 (1022 + 1)°

dla x > 0 zeruje si¢ w punkcie g = 4/1/10 =~ 0.3162277660168379
i w tym punkcie funkcja h osiaga swoje maksimum

9
Ilf = gll = h(z0) = S igo ~ 0142302494707577.

Na rys. 5.1 podane sg wykresy funkcji f (z) i g (z), a narys. 5.2 wykres ich
réznicy h ().
Norma L,

Jako nastepna okre§limy norme Lo, zwana norma L-kwadrat. Niech
f € F.Norma L, jest okre§lona wzorem

b
IR = [ £ (@) do, 53
a
czyli
b
Il = [ 2@ do.
a
Ogolniej mozemy przyja¢ a = —oo i b = oo, pod warunkiem ze catka

niewlaSciwa jest zbiezna.
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0.2

f(x)
g(x)

0.4 |

-0.6 L

Rysunek 5.1. Wykresy f (x) i g (z) z przyktadu 5.1

0.15

0.1

0.05

-0.05

-0.1 +

Rysunek 5.2. Wykres h (x) z przyktadu 5.1

Przyklad 5.2.

Na odcinku K = [—5, 5] dane sg funkcje
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5.1. Zagadnienia aproksymacji 61

x
g(x)= 10
Szukamy normy Ly ich réznicy
9z

20331y/10 arctg (5v/10) — 4050
/h2 (z) doe = 8 ( )
5020000

~ 0.01850184574525332,

czyli norma L funkcji h jest réwna

IRl =

\/20331V/10 arctg (5v/10) — 4050

100v/251
~ (0.1923634359500439.

Norma L,

Podobnie definiuje si¢ norme¢ L;. Niech f € F. Norma L jest okre-
§lona wzorem

b
1= [ 1f @) |da. 53
a
Ogdlniej mozemy przyja¢ a = —oo i b = 0o, pod warunkiem ze catka
niewltasciwa jest zbiezna.
Przyklad 5.3.

Dla funkcji h () okre§lonej wzorem (5.4) mamy
5

In21
/ h(z) do = 2 ;oo 0~ 0.2486453822609302,

0
czyli norma L; funkcji h jest réwna

5
I1h]] = / Ih (2) | dz ~ 0.4972907645218605.
-5
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62 5. Aproksymacja

Normy na ciggach

Normy definiujemy réwniez dla funkcji okreS§lonych na zbiorach
skoriczonych lub ciggach. Niech K = {z1,z9,...,2,} lub K =
{z1,22,23,...},a; = f(x;). Wtedy norma jednostajna jest okreslo-

na wzorem
£l = sup {lail, |az], ...} (5.6)

Norma Lsy:
£l = ([ D a?. (5.7)

i=1

Norma L1:

111 = lail- (5.8)
i=1

5.2. Szeregi potegowe i trygonometryczne
Szeregi potegowe

Szereg potegowy dla ustalonego g ma postaé
oo
flx) =" ar(x—m0)", (5.9)
k=0

dlaxz € (xg —r,xo + 1), gdzie r jest promieniem zbieznosci szere-
gu.Dla z ¢ [zg — r,x0 + ] szereg jest rozbiezny, wiec nie definiuje
funkcji f. Dla z = x¢g — r lub x = xg + r szereg moze by¢ zbiezny
Iub rozbiezny.

Szereg taki mozna zapisa¢ w postaci

n—1

F@) =" ar (@ —z0)" + 0y, (5.10)

k=0
gdzie 0, jest reszty szeregu.

Jesli )
f(x)= Zak(x—xo)k—l-ﬂn
k=0

orazx € (xg — 1,29 + 1), tO

n—1
f(z) =~ Zak (z — z0)" . (5.11)
k=0
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5.2. Szeregi potegowe i trygonometryczne 63

Jest to wzor Tayloral. W szczegélnym przypadku zg = 0 méwimy
o wzorze Maclaurina?:

n—1
fla) = apa®. (5.12)
k=0

Dalsze szczegdly i przyktady zastosowania wzoréw Taylora i Maclau-
rina mozna znalez¢ np. w [9] na str. 99 — 104.

Przyklad 5.4.
Rozwazmy przyblizenie funkcji sin z wzorem Maclaurina:

) n b1 .1]2k—1
smxﬁvZ(—l) =)
= 3 5 2n—1 (5.13)
U (U B
TR T T

Kolejne przyblizenia funkcji sin z wzorem (5.13) pokazane sa narys. 5.3.

Szeregi Czebyszewa

Wielomiany Czebyszewa® okresla sie rekurencyjnie:
T (z) =1,
Ty (z) = =,
Ty () = 22T () — Ti—2 (), k=2
W przedziale [—1, 1] wielomiany Czebyszewa wyrazajg si¢ wzorem
Ty, () = cos (k arccos x)
dlak=0,1,2,3,....

Aproksymacja szeregami Czebyszewa polega na przyblizaniu funkcji
f (z) sumami wielomianéw Czebyszewa T}, (z):

F@)~ T +> ali(),
k=1

"Brook Taylor (1685 — 1731) — matematyk angielski. Odkrywca pojecia zwanego
dzi§ szeregiem Taylora.

2Colin Maclaurin (1698 — 1746) — matematyk szkocki. Jego prace dotyczyly geo-
metrii, analizy matematycznej i mechaniki. Zajmowat si¢ zbieznoscia szeregéw i teo-
rig potencjatu.

3Pafnutij Lwowicz Czebyszew, Pafnuty Lvovich Chebyshev, Ta¢uyruii Jhzo-
Buu YeOomués (1821 — 1894) — matematyk rosyjski. Dokonat wielkich odkryé
w dziedzinie teorii liczb, teorii prawdopodobieristwa, w analizie matematycznej oraz
w zastosowaniach matematyki.
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T T T T T T
1k ]
0.5 | A

0
0.5 |k i
\

2k |

I I 1 I I I

3 2 1 0 1 2 3

https://staticOl.helion.com.pl/helion/pliki/

menuin/Power. gif
gdzie
1
2 x) Tk (x
Ck_/f() k(@)
T V= x2
Przyklad 5.5.
Rozwazmy funkcj¢ sgn (), czyli znak:
1 dlaz > 0,
sgn(z)=4¢ -1 dlaz <0, (5.14)
0 dlaxz=0.

Funkcje sgn (x) ograniczamy do dziedziny (—1,1) i w wyniku dostajemy

1 daze(0,1),
fx)=4¢—-1 dlaze(-1,0), (5.15)
0 dlaxz = 0.

Mozna obliczy¢ (pominiemy to zagadnienie), ze

0 dla k = 2i,
CL =
Pl A dlak =20+ 1,

Pole¢ ksigzke
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k=0,1,.... Wykres funkcji f (z) danej wzorem (5.15) i kolejne aproksy-
macje dla n = 12 sg przedstawione na rys. 5.4.

T T
1 4 PN
0.5 | E
0
05 F i
e -
1 1
1 0.5 0 0.5 1

https://staticOl. helion.com.pl/helion/pliki/
menuin/Czebyszew. gif

Szeregi trygonometryczne

Funkcje okresowe wygodnie jest przybliza¢ szeregami trygonome-
trycznymi Fouriera*. Szereg trygonometryczny ma postaé

o
f(x)= % + Z (ay cos (kz) + by sin (kx)) (5.16)
k=1
dla x € [—m, 7|, o ile szereg jest zbiezny. Funkcja f () okreslona
wzorem (5.16) jest okresowa o okresie 27. Biorac tylko poczatkowe
wyrazy sumy (5.16), otrzymujemy przyblizenie funkcji f ().

4Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830) — francuski matematyk i fizyk. Twérca
teorii szeregéw Fouriera i transformacji Fouriera.
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66 5. Aproksymacja

Przyklad 5.6.
Funkcje sgn (z) dang wzorem (5.14) ograniczamy do dziedziny (—, )
i w wyniku dostajemy
1 dlaze (0,7),
flz)={ -1 dlaze (-r,0), (5.17)
0 dlaz=0.

Mozna obliczy¢ (pominiemy to zagadnienie), ze a; = 0 oraz

- {0 dla k = 2i,

= dlak=2i+1,

gdziek =0,1,.... Wtedy

fx)=> baprrsin((2k+1)z).

k=0
Oznaczajac
s(k,z) = by sin (kz) ,
otrzymujemy
fla)=> s@2k+1,2). (5.18)
k=0

Wykres funkcji f () danej wzorem (5.17) i kolejne aproksymacje dane wzo-
rem (5.18) dlan = 12 sg przedstawione na rys. 5.5.

5.3. Aproksymacja jednostajna

Celem aproksymacji jednostajnej jest minimalizacja najwigkszego
btedu. Jednakze nie zawsze jest to dobre kryterium.

Przyklad 5.7.
Aproksymujac funkcje f () dang wzorem (5.17) funkcja

Fp () = bopyrsin ((2k + 1) z) (5.19)
k=0

na podstawie wzoru (5.18), zawsze mamy

sup  (Fy (2) — f (2) = 1.

z€(—m,m)

Czyli dla dowolnego n norma jednostajna ||F,, — f|| wynosi 1.

Przyklad 5.8.
Przyblizenie funkcji sin « funkcja

Fo(@)=Y (-1 ﬁ (5.20)
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1.5 T T T T T

0.5 |

-0.5 .

1.5 L 1 1 1 1 1

https://staticOl.helion.com.pl/helion/pliki/
menuin/Fourrier.gif

na podstawie wzoru (5.13) jest jednostajne, tzn. dla normy jednostajnej mamy
lim [|F, — f|| = 0.
n—oo

5.4. Aproksymacja Sredniokwadratowa

Aproksymacja Sredniokwadratowa polega na przyblizaniu danej funk-
cji f z uzyciem normy L.

Przyklad 5.9.

Stosujac norm¢ Lo dla przyblizenia funkcji f (z) z (5.17) funkcja F, ()
dang wzorem (5.19), otrzymujemy aproksymacje Sredniokwadratowa

™

1P = fII? = / (F, (2) — f (2))° da.

Warto$ci kwadratéw bledéw aproksymacji d2 = ||F;, — f||? podane sg w ta-
beli 5.1.

Omoéwimy teraz zagadnienie aproksymacji Sredniokwadratowej ogél-
nie. Dla danego zbioru punktéw (z;, y;), gdzie y; = f (x;), szukamy
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68 5. Aproksymacja

Tabela 5.1. Kwadraty btedéw aproksymacji funkcja (5.19)
dy
1.1902
0.6243
0.4206
0.3167
0.2538
0.2117
0.1816

0.1589

oo\loxm#wwr—“z

funkcji F' () takiej, ze dla pewnej funkcji wagowej w (x) wyrazenie

I1F—fII? = Zw ;) — i)’

osigga minimum. W dalszym ciagu bedziemy rozwazac przypadek naj-
prostszy z w (x) = 1.

W aproksymacji liniowej szukamy funkcji aproksymujacej w postaci
F (z) = ax + b, czyli szukamy takich a i b, aby funkcja h (a, b)

n

h(a,b) = (az;+b—y)’

i=1
osiggneta minimum.

Najpierw obliczamy pochodne czastkowe:

G,
%hab 722 z; — b)

0
ol (@:0) —22

Nastepnie szukamy miejsc Zerowych pochodnych, czyli rozwiazujemy

uktad réwnan "
> (yi —ax; —b)x; =

7

Il
—

(yi —ax; —b) =0

-

s
Il
i
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5.4. Aproksymacja Sredniokwadratowa 69

Po przeksztalceniu otrzymujemy ukfad réwnan:
n n n
inyi — aZx? — bei =0
i=1 i=1 i=1
n n :
Zyi —ain —nb=0
i=1 i=1

Stad
n n
>oriyi — by @i
o= =L i=1
n
> @}
i=1
n n
2 Yi—ay T
b= =1 =1
n
Oznaczmy:
n n n n
A=) awi, B=) i, C=) y, D=3 af. (521)
i=1 i=1 i=1 i=1
Otrzymujemy uktad dwdéch réwnar liniowych z dwiema niewiadomy-
mi
a=(A-bB)/D
b= (C—aB)/n
Stad dostajemy
nA — BC CD - AB
= = = 5.22
‘T wD-B’ nD — B2 622

Przyktad 5.10.
Dla danych z tabeli 5.2 otrzymujemy ze wzoréw (5.21) i (5.22)

a = 0.9868421052631559, b= 0.9776315789473676.

Tabela 5.2. Dane do przyktadu 5.10
zi [1.1]14]18]25[28]3.0
yi||21]23]29]32[3.6]4.2

Punkty i prosta aproksymujgca pokazane sg narys. 5.6.

Teraz zajmiemy si¢ aproksymacjag wielomianowa. Niech funkcja
aproksymujgca bedzie postaci

F(z) = aopo (z) +arpr (2) + - + ampm () .
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4.5 T T T T T

15 1 1 1 1 1

Rysunek 5.6. Aproksymacja prostg z przyktadu 5.10

Zakladamy dalej (szczegdlny przypadek), ze
Pk (1:) = xkv
czyli aproksymujemy f (x) wielomianem stopnia .

Minimalizujemy funkcje

h(ao,al,...,am)zz Zajxg—yi
i=1 \j=0
Dla: = 0,1, ..., m mamy uktad m+1 réwnar z m+1 niewiadomymi:
Oh (& ; ;
o = 2) (D aal —yi | i =0. (5.23)
v i=1 \j=0
Znajdujac niewiadome ag,as,...,an, znajdziemy wspétczynniki

wielomianu aproksymujacego.

Przyklad 5.11.
Dla danych z tabeli 5.3 znajdziemy wielomian aproksymujacy drugiego stop-
nia.

Szukamy wielomianu aproksymujacego w postaci F' (x) = ax? + bz + c.
Uklad (5.23) jest w tym przypadku uktadem trzech réwnai z trzema niewia-
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Tabela 5.3. Dane do przyktadu 5.11
0] 05]10]15] 20
y|2]248]284]3.00]2091

domymi a, b, c:
n n n n
4 3 2 _ 2.
aE xi—i—bg xi—l—cg xi—g T3Yi
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
3 + b 2 J— 2
a Ty Ty +c T, = TiYi .
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
24 ) = )
a r; + x; +nc= Yi
i=1 i=1 i=1

Po podstawieniu danych z tabeli 5.3 otrzymujemy uktad:
22.125a + 12.5b0 4 7.5¢ = 21.85

12.5a + 7.5b+ 5¢c=14.4
7.5a 4+ 5b + 5c = 13.23

Rozwigzanie tego uktadu znajdujemy np. metodg eliminacji Gaussa (patrz
punkt 2.4). Doktadnym rozwigzaniem jest tréjka
6T, 250 605
175’ 1750’ 3500
Ostatecznie zatem wielomian aproksymujacy to
67 5, 2159 6953
"1 1m0 3500
Punkty i krzywa aproksymujaca przedstawione sg na rys. 5.7.

F(z)=

5.5. Zadania

5.1. Metodg liniowej aproksymacji sredniokwadratowej wyznacz pro-
sta aproksymujaca funkcje dana w postaci dyskretnej w ponizszej ta-
beli:

z| 1 [ 2] 3 |4]5

y || 0.85]2.0]295[4.2]5.4

5.2. Wyznacz prostg aproksymujacg dla danych punktéw:

z[0]035] 0.7 [1.05] 1.4
y|[1]1.34]1.64]1.87]1.99
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Rysunek 5.7. Aproksymacja parabolg z przyktadu 5.11

5.3. Wyznacz krzywa aproksymujaca drugiego stopnia dla danych
punktéw:
0] 05 | 1.0 | 1.5 | 20
0]—0.12]—0.46 | —0.92 | —1.42

25 | 30 | 35 | 40 | 45
—1.80 | —1.99 | —1.94 | —1.65 | —1.21

QR |y

5.4. Wyznacz krzywg stopnia trzeciego, aproksymujaca funkcje¢ dang
w postaci dyskretnej, przedstawiong w ponizszej tabeli:

x| 03]04]05]|06]|07] 08 [09]1.0][1.1]1.2
y|243]2.362.35]2.382.372.373|2.39] 2.51 | 2.6 | 2.65
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