OKIEM EKSPERTA

Matematyka
W uczeniu
maszynowym

Opanuj algebre liniowa, rachunek rozniczkowy
i catkowy oraz rachunek prawdopodobienstwa

<packt




Tytut oryginatu: Mathematics of Machine Learning: Master linear algebra, calculus,
and probability for machine learning

Ttumaczenie: Tomasz Walczak
ISBN: 978-83-289-3325-5

Copyright ©Packt Publishing 2025.
First published in the English language under the title ‘Mathematics of Machine Learning -
(9781837027873)’

Polish edition copyright © 2026 by Helion S.A.

All rights reserved. No part of this book may be reproduced or transmitted in any
form or by any means, electronic or mechanical, including photocopying, recording
or by any information storage retrieval system, without permission from the Publisher.

Wszelkie prawa zastrzezone. Nieautoryzowane rozpowszechnianie catosci
lub fragmentu niniejszej publikacji w jakiejkolwiek postaci jest zabronione.
Wykonywanie kopii metoda kserograficzng, fotograficzng, a takze kopiowanie
ksigzki na no$niku filmowym, magnetycznym lub innym powoduje naruszenie
praw autorskich niniejszej publikacji.

Wszystkie znaki wystepujace w tekscie sg zastrzezonymi znakami firmowymi
badz towarowymi ich wtascicieli.

Autor oraz wydawca dotozyli wszelkich staran, by zawarte w tej ksigzce informacje
byty kompletne i rzetelne. Nie biorg jednak zadnej odpowiedzialno$ci ani za ich
wykorzystanie, ani za zwigzane z tym ewentualne naruszenie praw patentowych
lub autorskich. Autor oraz wydawca nie ponosza réwniez zadnej odpowiedzialnosci
za ewentualne szkody wynikte z wykorzystania informacji zawartych w ksigzce.

Drogi Czytelniku!

Jezeli chcesz ocenic te ksigzke, zajrzyj pod adres
helion.pl/user/opinie/matuma

Mozesz tam wpisa¢ swoje uwagi, spostrzezenia, recenzje.

Helion S.A.

ul. Kos$ciuszki 1c, 44-100 Gliwice

tel. 32 230 98 63

e-mail: helion@helion.pl

WWW: helion.pl (ksiegarnia internetowa, katalog ksigzek)

Printed in Poland.

« Kup ksigzke « Ksiegarnia internetowa
« Pole¢ ksigzke « Lubie to! » Nasza spotecznos¢
+ Ocen ksigzke



https://helion.pl/rt/matuma
https://helion.pl/rf/matuma
https://helion.pl/ro/matuma
https://helion.pl
https://helion.pl/r/4CAKF

Spis tresci I

L0 28 111 17
0 recenzentach ... ——————————— 17
Przedmowa .......cccciiimmimmieminsinsse s sss s s s sa s n s nnnan 19
WProWAAZENI@ ....coeerriemrsmmssnnsssnrsssssssnsssassssssssssssasssssssssssssnsssasssnssssnsssnnsssnnases 21

CZESC 1. Algebra liniowa

ROZDZIAL 1

Wektory i przestrzenie wektorowe ...........ccccuvmnimmnsmninnssnnssnisnsnnsmissne. 31
1.1. Czym jest przestrzen Wektorowa? ........cccccvvvcvvvieeieeeesisciiiieeeee e e s 36
1.1.1. Przyktady przestrzeni wektorowych ...........cccocoiiiiiiiiiiiiiiinnnn. 38

2N 2o e 153 =1 PP PPPPPPPPPRS 40
1.2.1. Kombinacje liniowe i niezaleznos¢ ..........ccccooviiiieeiiiiiiinciiiienenn. 40

1.2.2. Powtoki liniowe zbiorow wektordw ...........cccoeiiiiiiiiiiiiiiiiieen. 42

1.2.3. Bazy, czyli minimalne zbiory generujace ........ccccocvvveiviiiciiiiennnn. 44

1.2.4. Przestrzenie wektorowe o skonczonej liczbie wymiaréw ............. 45

1.2.5. Dlaczego bazy sg tak istotne? ........ccccccevvveeiiiiciiiiieeee e, 47

1.2.6. Istnienie baz .........ccceeeiiii 48

1.2.7. POAPrzestrzenie .......coooeeeeeiiiiieieeee 49

1.3. Wektory W praktyCe ......ccuuvieiiie i 50
LI 20 B e 4 51

1.3.20 LISTY oottt 52

1.3.3. Tablice NUMPY ...oooiiiiiiiie e 53

1.3.4. Tablice NumPy jako WeKtOry ........ccocccvviiiiieeiiicieeee e 57

1.3.5. Czy NumPy naprawde jest szybsza niz Python? ............cccccveee.. 59

1.4, POASUMOWANIE ....uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiisiiuissaseeeraaassesaaaessasaaasassaaaaearssaaresernrrnnnne 64
1.5, ZAANIA ciiiiiiteee e a e 64

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/matuma
https://helion.pl/rt/matuma

6 Matematyka w uczeniu maszynowym

ROZDZIAL 2
Struktura geometryczna przestrzeni wektorowych ...........ccccoeriinrinrinnnne 67
2.1. Normy i 0dlegiosCi vovvvveeeeiiiieeeee 68
2.1.1. Definiowanie odlegfosci za pomocg NOrM .........ccoovvciviieeeneennnnne 74
2.2. lloczyny wewnetrzne, katy i powody ich znaczenia ...........cccooecviieeeenn. 75
2.2.1. Norma generowana przez iloczyn wewnetrzny ..........cccccceveeennnne 77
2.2.2. 0rtogonalNosSE ......ooiiiiiiiiiiiee e 78
2.2.3. Geometryczna interpretacja iloczynéw wewnetrznych ................ 79
2.2.4. Bazy ortogonalne i ortonormalne ...........ccccoceeeiniiincnniieeeennnenn. 82
2.2.5. Proces ortogonalizacji Grama-Schmidta .........ccccccoiiiiiiiiinnni. 84
2.2.6. Dopetnienie ortogonalne .........cccccevvveiiiiicie e 87
2.3. POASUMOWANIE ...ttt e e e e e e e eeaeeeas 89
- To F- 1 - N 90
ROZDZIAL 3
Algebra liniowa w praktyce .........cccccmimmimnnmemes—————— 92
3.1. WeKtory W NUMPY ....ooviiiiii e e e reeee e 93
3.1.1. Normy, odlegtosci i iloczyny skalarne .........cocccuiieeiiiiiiiiiiiiieennn. 96
3.1.2. Proces ortogonalizacji Grama-Schmidta ..........ccccceeeviiiiinnnnnnn. 100
3.2. Macierze — podstawowe narzedzie algebry liniowej ............cccvveeeee.. 104
3.2.1. Operacje Na Macierzach ..........ccoooiiiiiii e 106
3.2.2. Macierze jako tablice .......ccccoeeiiiiiiiiiieei e 108
3.2.3. Macierze W NUMPY ......ooiiiiiiiiiiii e 110
3.2.4. Jeszcze 0 MNOZENIU MACIEIZY ....vvvvvvrrrrrernnrnrnrnnnrnnnnnennnenennnrnnnnnnes 114
3.2.5. Macierze i dane .......ooccuiiiiiiie e 115
3.3. POASUMOWANIE ...t 118
3.4, ZAOANIA ...ttt e e aaeas 118
ROZDZIAL 4
Przeksztatcenia liniowe ........ccccvcimiiemmissmmnnsnnnnsnssss s ssssnsnnsans 121
4.1. Czym jest przeksztatcenie lINIOWE? .........ccoeviiiiiiiiiiiii e 121
4.1.1. Przeksztatcenia liniowe i macierze ...........ccccccceeeiieiiiiniiiinennnnn. 124
4.1.2. Jeszcze o operacjach na macierzach ...........cccccccvviiiiiiiiiiennnn. 126
4.1.3. Odwracanie przeksztatcen liniowych ..., 127
4.1.4.)adro i 0braz ........cccoeeiiii e, 129
4.2, 7MIANA DAZY .eeeeiiieeiiie e 130
4.2.1. Macierz przeksztalCen .............uuuuviuiiiiiimiiiiiiiiiiiiiiieeinenrirrrn. 131
4.3. Przeksztatcenia liniowe na ptaszczyznie euklidesowej ...........cccceeeeeeee. 134
4.3.1. ROZCIGGANIE ..eeviveeiiieeieieeieee et e e 135
4.3.2. OBIOt oo 135

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/matuma
https://helion.pl/rt/matuma

Spis tresci 7

4.3.3. SCINANIE ....cveiiiciiite ittt sttt 136

4.3.4. OdDICIE ...eeiiiiiieie e 137

4.3.5. Projekcja ortogonalna ...........ccceiiiiiiiiiiiii e 138

4.4. Wyznaczniki, czyli jak przeksztatcenia liniowe wptywaja na objetos¢ .... 139

4.4.1. Wptyw przeksztatcen liniowych na skalowanie ptaszczyzny ...... 140

4.4.2. Wieloliniowos$¢ wyznacznikOW .........cceeeeeviiiiiiiiiiiiieiieee e 144

4.4.3. Podstawowe wiasciwosci wyznacznikOw ..........cccccevvveeriinnnnnee. 147

4.5. POOSUMOWANIE ..cciiiiiiiiiiiite ettt ettt ettt ettt e et e e e abbe e e e s nneea e 151

S To -1 o T I PR 152
ROZDZIAL 5

Macierze i rOWNAaNIa ........cccerimmemiemmnsmssnss s s sas s nsass 155

5.1. ROWNaNIa lINIOWE ....oiiiiiiiiiiiie et 155

5.1.1. Metoda eliminacji Gaussa .......cccueeeeiiiiiiiiiiiiiieee e 156

5.1.2. Reczne zastosowanie metody eliminacji Gaussa ..........ccccceeeennnn. 158

5.1.3. Kiedy mozna zastosowa¢ metode eliminacji Gaussa? ............... 159

5.1.4. Ztozonos¢ czasowa metody eliminacji Gaussa ........ccccceeeveeeeeeenn. 160

5.1.5. Kiedy mozliwe jest rozwigzanie uktadu réwnan liniowych? ...... 161

5.1.6. OdWracani€ MACIEIZY ........coiiiuuuiiiiieee et e e e e e 162

5.2, ROZKIad LU .o 163

5.2.1. Implementacja rozktadu LU ........cccccoiiiiiiiiiiiieeeee e, 165

5.2.2. Odwracanie macierzy w praktyce .....cccccccvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeee, 167

5.2.3. Jak odwraca¢ macierze w praktyce? .......cccooocvveeeiiniciiiiineee e, 169

5.3. Wyznaczniki W praktyCe ........c..oeeiiiiiiiiiice e 171

5.3.1. MNI€JSZE ZIO evvvviiiiiiiii 171

5.3.2. Podejscie rekKUrencyjne ........cccuuveeeiiieiiiiiiiiieeee e 172

5.3.3. Jak oblicza¢ wyznaczniki w praktyce? ........ccccooiiiiiiiiiiiiiiennns 174

oY N oo Yo (U1 o Yo VIV T 2 1= 175

5.5, ZAANIA 1ottt 176
ROZDZIAL 6

Wartosci wiasne i wektory wiasne ........ccccccriicmnninnnssnnnsnnnsesnsssnssnsans 178

6.1. Wartosci Wiasne Maci€rzy ........ceeeveeeeiiiciiiiiieee e 179

6.2. Wyznaczanie par wartos¢ wtasna — wektor wlasny ...........cccoveeeennn 181

6.2.1. Wielomian charakterystyczny ......cccccccciviiiiiiiiiiiiiii 182

6.2.2. Znajdowanie wektoréw wiasnych ...........cccociiiiiiiiiniiinnennn, 183

6.3. Wektory wtasne, przestrzenie wtasne iich bazy ........cccccoeevviiinnn. 184

6.4. POASUMOWANIE .....eiiiiiiiiiie ettt e s 186

6.5, ZAANIA ...eiiiiiiiei e 186

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/matuma
https://helion.pl/rt/matuma

8 Matematyka w uczeniu maszynowym

ROZDZIAL 7
Metody rozktadu macierzy ... ——————— 188
7.1. Przeksztatcenia specjalne .........ccoviiiiiiii i 188
7.1.1. Przeksztatcenia sprzezone ......cccccccvevviiiiiiiiiiiiiiiii 188
7.1.2. Przeksztatcenia ortogonalne .........ccccccovvviiiiiiiiieei i 190
7.2. Przeksztatcenia samosprzezone i twierdzenie o rozkfadzie
SPEKLIAINYM .o 191
7.3. Rozktad wedtug wartosci osobliwych .........cccccoviiiiiiee, 195
7.4. Projekcje 0rtogonalne ........coooiiiiiiiiee e 197
7.4.1. Wtasciwosci projekcji ortogonalnych ........cccccovvviiiiii, 200
7.4.2. Projekcje ortogonalne sg optymalne ........cccccvvieiiiiiiiiiiniee e, 202
7.5. Obliczanie wartosci wiasnych ..., 203
7.5.1. Potegowa metoda obliczania wektoréw wtasnych
rzeczywistych macierzy symetrycznych ..........cccccceeiiiiiiiiineennenn. 204
7.5.2. Metoda potegowa w praktyce .....cccccccvvviiiiiiiiiiiiiiiiiii, 207
7.5.3. Metoda potegowa dla pozostatych wektorow wtasnych .......... 209
7.6. AIGOTYEM QR ..ot 214
7.6.1. ROzZKIad QR ..eeeiiiiiiiiii e 214
7.6.2. lteracyjne zastosowanie rozktadu QR ..........ccoooiiiiiiiiii, 218
7.7. POASUMOWANIE ....eiiiiiiiiiii ettt ettt e et e e e e eeeaaaeas 220
7.8, ZAdANIA ..t 221
ROZDZIAL 8
Macierze i grafy ... ———————————— 223
8.1. Graf skierowany macierzy nieujemnej ........ccccceeeeeiiiiiiiieee e 224
8.2. Zalety reprezentacji grafowWe] .......ccceeeviiiiiiiiiiie e 226
8.2.1. SPOJNOSCE GrafOW ..ccevieeiiiiiiie e 226
8.3. Postac normalna Frobeniusa ........cccccoeviiiiiiiiiiie e 229
8.3.1. Macierze PermMutaC)i .......cccccccurrurummmrrmnnnnninenenieneeee———.. 230
8.3.2. Grafy skierowane i ich silnie spdjne sktadowe ............cccvvveeeeen. 232
8.3.3. Laczenie grafow i macierzy permutacji .......cccceeveeeeeeiiiiiiiiennnn. 234
8.4. POASUMOWANIE ...ttt 237
8.5. ZAdANIA ..eiiiiiiiie e 238
Bibliografia .........cccuvmimmimnnminnmnn s ——————— 240

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/matuma
https://helion.pl/rt/matuma

Spis tresci 9

CZESC 2. Rachunek rézniczkowy i catkowy

ROZDZIAL 9
T o - 243
9.1, FUNKCJE W tEOFIi ..evveieiiiiiii et 244
9.1.1. Matematyczna definicja funkcji .......cccooeciviiiiieiiiiieee e, 246
9.1.2. Dziedzina i 0Braz .......cccevviiiiiiieee e 247
9.1.3. Operacje na funkcjach ........cocccviiiiii e 249
9.1.4. Modele mentalne fuNKGji .......ccccvveeeieeeiiiiiieeee e 250
9.2. FUNKCJE W PraktyCe .....eciiiiiiiiiiiiiieeee et 253
9.2.1. Operacje na funkcjach ........ccccccviiiiie e 253
9.2.2. Funkcje jako obiekty wywotywalne ..........cccccooieiiiiiiiiiinnneens 254
9.2.3. Klasa bazowa funKgji ......coooiiiiiiiiiiei e 256
9.2.4. Ztozenia w podejsciu obiektowym ..........ccccccvieiiiiiiiiee s 257
9.3. POASUMOWANIE .....eiiiiiiiiiie et e e e e e e eeeaeeeeeeas 258
1 £ To =1 o1 - R UPU PR 258
ROZDZIAL 10
Liczby, Ciagi i SZEregi .......cccciimirmrismnisnisnssessss s sssn s 260
10,7, LICZOY oo 260
10.1.1. Liczby naturalne i liczby catkowite ..........cccveiriiiiiiiiiencnnn, 261
10.1.2. LICZDY WYMIEINE ..oiiiiiiiiiiiiiiiee et 262
10.1.3. LiCZbY rZeCZYWISte ...ooveeeiiieiieiiiee e 263
L0 T T PP PPPPPPPPPPPPPPPIR 265
10.2.7. ZDIEZNOSC ...t 265
10.2.2. WIasnos$Ci zbIi@ZNO0SC ....ouvveeeiiiiiiiiiiece e 267
10.2.3. Znane ciggi zbi€ZNe .......c.eeeiiiiiiiiiiiiie e 269
10.2.4. Znaczenie zbieznosci w uczeniu maszynowym ............c......... 270
10.2.5. Ciggi rozbieZNe .......ccooiiiiiiiiiiiee e 271
10.2.6. Notacja duzego O i matego 0 .....cooevvvviiiiiiiiii, 272
10.2.7. Liczby rzeczywiste jako Ciggi ........cooviiiviiieiiieiiiiiiiiieeeeee e 273
10,3, SZEIEUH tevvvrtuuutuuuuuintttttttteteeeeeeebbebeaeebebe bbbt et e b bt e ettt e e et et et bbb e b b e bbb eneennnnrnes 274
10.3.1. Szeregi zbiezne i szeregi rozbiezne .........cccccccvvvcciiiiiieeennnnnn, 275
10.3.2. WHaSCIWOSCI SZErE@GOW ....uvviieeieeeiiiiiiiiee e 280
10.3.3. Zbieznos¢ warunkowa i zbieznos¢ bezwzgledna ................... 281
10.3.4. Powrdt do przestawiania .......cccccccvvvvvviiiiiiii 282
10.3.5. Testy zbieznosci SZEregoOW ..........occvvveeiiieiiiiiiiieeee e 284
10.3.6. lloczyn Cauchy’ego SZEr@gOW .........cccveeeeriiiireeiiiiieeniiieee e 285
T0.4. POASUMOWANIE ...veniiiiiiiieiiee et et e et e e et e e s et e e s eaaaeeaes 287
10.5. ZadaANIA ..o a e e 287

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/matuma
https://helion.pl/rt/matuma

10 Matematyka w uczeniu maszynowym

ROZDZIAL 11

Topologia, granice i cigglosc .........ccvriimniimismninnin . 289
11,7, TOPOIOGIA ittt 289
11.1.1. Zbiory otwarte i zbiory domkniete ...............coeeiiii, 290
11.1.2. Odlegtos¢ i topologia .......oveviviiiiiiiiiie i 293
11.1.3. ZBIOIY i €Il coveeeeee e 294
11.1.4. Zbiory 0graniCZONe .......cccueeeeeeeesieiiiiieeeeeeeseeiieeeeee e e e s ennneeens 295
11.1.5. Zbiory ZWarte ... 296

17,2, GrANICE ittt e e e e e e e e s e nn e e e e e e e e e nnnnees 297
11.2.1. Rbwnoznaczne definicje granic ........ccccoveveeeiiiieecniiieee e, 300

11.3. CIGIOSC e 302
11.3.1. Wtasciwosci funkgji ciggtych ..o, 304

171.4. POASUMOWANIE ..ciiiiiiiiiiiiiiee ettt 305
I T Yo I- [ o | - USSP 306

ROZDZIAL 12

ROZNICZKOWANIE .....ecoriemiriemnrisennsssmnnsssmsnsssnsssssnssssmnssssnssnssnsnssanssssanssssnnnnsns 308
12.1. ROZniczkowanie W tEOFi .....coiiiiiiiiiiiiiee e 308
12.1.1. Rébwnowazne formy rézniczkowania ...........ccccvvvvveeeeriincnnnnnn. 312
12.1.2. Rézniczkowanie i ciggtose .........ooiiiiiiiiiiiiiiiiie e 315

12.2. Rézniczkowanie W prakityce .......cccccciiiiiiiiiiiiiiiieee e 317
12.2.1. Reguly rozniczkOwWania ........cccccoeeecvviieeeieeisiiiiiieeee e 317
12.2.2. Pochodne funkgji elementarnych ...........ccccoviiiiiiniiiinnnnes. 319
12.2.3. Pochodne wyzszych rzedOw ..........ccccccvveeeiiiiciiiiiicee e 322
12.2.4. Rozszerzanie klasy bazowej Function ............ccccoveiieinnnnes 323
12.2.5. Pochodna funkgcji ztozonych ..........cccceevviiiiiiiee e, 324
12.2.6. Rézniczkowanie NUMErYCZNE .......cccuveeeeeeeeeiiiiiiieeee e 326

12.3. POASUMOWANIE ...eiiiiiiiiiiiiiiiieee e e e et e e e e e e e s ettt e e e e e e s e s snneeeeeeaeeeeaanns 328
| Yo I-1 o 1T N 329

ROZDZIAL 13

Optymalizacgja .......ccccviemmismninninienenns s 331
13.1. Minima, maksima i pochodne ........ccccccvvvvviiiiiiiiiiiiiie 331
13.1.1. Lokalne minima i maksima ..........cccccoeeiiiiiiiie e 335

13.1.2. Charakterystyka optiméw przy uzyciu pochodnych
WYZSZEGO FZEAU ...eviiiviiiiiiiiiii ettt 336
13.1.3. Twierdzenia o wartosci sredni€j .........ccceeeeeeiii, 338
13.2. Podstawy metody spadku gradientu .........ccccccvvvviiiiiiiiiiii, 340
13.2.1. Jeszcze 0 pochodnych ........coooviiiiiiiiiii e 340
13.2.2. Algorytm spadku gradientu ...........cccooeeii, 342

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/matuma
https://helion.pl/rt/matuma

Spis tresci 11

13.2.3. Implementacja metody spadku gradientu ..................ooe 342

13.2.4. Wady | UWAGH «eeeceeriiiiieeeeeeiiiieeeeee e e e seeieeeeeee e e s s ssnnneeeeeaesnannns 344

13.3. Dlaczego metoda spadku gradientu jest skuteczna? ............cccc.o...... 347

13.3.1. Podstawy rownan rézniczkowych ...........ccooeeeiiiii, 347
13.3.2. (Nieco) bardziej ogdlna postac rownan rézniczkowych

ZWYCZAJNYCh s 349

13.3.3. Geometryczna interpretacja rownan rézniczkowych ............. 351

13.3.4. Wersja ciggta gradientowej metody maksymalizacji funkgiji .... 354
13.3.5. Gradientowa metoda maksymalizacji funkg;ji

jako zdyskretyzowane réwnanie rézniczkowe ............cccoee... 355

13.3.6. Gradientowa metoda maksymalizacji funkgcji w praktyce ...... 356

13.4. POASUMOWANIE ..eiiieiiieiiiiiiie e ittt e ettt sttt e e s snnee e 358

LIS T 2 To I- 1 o | - TP PRPPPPPIN 359
ROZDZIAL 14

L0 1T T 360

14.1. CatkoWani@ W tEOFIi ....uuvvuvurrriiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieer e 362

14.1.1. Podziaty i ich zZageszczanie ...........ccoeecvvveeviieei i 364

14.1.2. Catka Riemanna ..o, 366

14.1.3. Catkowanie jako odwrotnosc¢ rézniczkowania ..........ccceee.ee 368

14.2. Catkowanie W PraktyCe ........ceeeiiicciiiiieiee e e e e e s ssireeee e e e e s 371

14.2.1. Catki i OPEraCje ..oooiiiiiiiiiiieiii e 371

14.2.2. Catkowanie przez czesci ........cccccccvveviviiiiiii 373

14.2.3. Catkowanie przez podstawienie ..........cccccerviiiiiieiieeeniniinne. 373

14.2.4. Catkowanie NUMEIrYCZNe .........cccevvviiiiiiiiiiiii e 374

14.2.5. Implementacja metody trapezow .........cccccveiiiiiiiiiiiniieennnn, 376

14.3. POASUMOWANIE ...uuuiiiiiiiiiii s 378

V4.4, ZAANIA ..o e e e e e e 379

Bibliografia ..........cccoemnimrimmnnnsnnnsnnsnsn s 380

CZESC 3. Rachunek rézniczkowy
i catkowy wielu zmiennych

ROZDZIAL 15

Funkcje wielu zmiennych ... 383
15.1. Czym jest funkcja wielu zmiennych? .........ccccooiiiiiiiii e 383
15.2. Funkcje liniowe wielu zmiennych .........ccccccooiiiiiii e 388
15.3. Przeklenstwo wielowymiaroWoOSCi ............uuevriuiriiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnnniennnn. 390
15.4. POOSUMOWANIE ..ceciitiiieiiiiiiee e sttt e e ettt ettt et e e st e e saee e e e s snneeeeeaas 391

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/matuma
https://helion.pl/rt/matuma

12 Matematyka w uczeniu maszynowym

ROZDZIAL 16

Pochodne i gradienty ..........cccccimrrmmnsmnsmnnnssssnss s 393
16.1. Pochodne czastkowe i pochodne catkowite ........cccccevvviiiiiiininnennnn, 394
16.7.1. Gradient .....occeeiiieeie e 397
16.1.2. Pochodne czastkowe wyzszego rzedu .........cccceeeviiiiicnnnnenn. 398
16.1.3. Pochodna catkowita ...........covvieiiiiiiiiii 398
16.1.4. Pochodne KIierunkowe ..........cccccoeiiiieiiiiiiic e 401
16.1.5. Wtasciwosci gradientu ........ccccccooiiiiiiiiiiiie e 402
16.2. Pochodne funkcji wektorowych .........cccccoooiiiiiiiiiiiiieeee e, 404
16.2.1. Pochodne Krzywych ...........oooiiiiiiiiiiiieee e 404
16.2.2. Macierze Jacobiego i HESSEQO ........ccuuviiiiiiiiiiiiiiiiiee e 405

16.2.3. Pochodna catkowita dla funkcji wektorowych
zmiennych wektorowych ... 407
16.2.4. Pochodne i operacje na funkcjach .......ccccccooviiiiiiiiine, 409
16.3. POOSUMOWANIE ....evviieiiiiiiiiiiiieieseeeeseseseessesssesssssssssssssssssessssesssssssnsnrens 411
16.4. ZAAANIA ... 412

ROZDZIAL 17

Optymalizacja funkcji wielu zmiennych ... 414
17.1. Funkcje wielu zmiennych w kodzie .........cooocoiiiiiiiiiiii 414
17.2. Jeszcze o minimach i maksimach ..........ccocoiiiii 416
17.3. Petna posta¢ metody spadku gradientu ..........ccccccvvveeiiiiciiiinnnnennnns 421
17.4. POASUMOWANIE .....uuuuuuuiiiueieieuniusuuiususssasssassssssessssssanesaseeseersesseerennnnrnes 423
17.5. ZAAANIA ccciiiiiiiiiiiieie e 423
Bibliografia ..........cccccrimiimiin s 425

CZESC 4. Teoria prawdopodobienstwa

ROZDZIAL 18

Czym jest prawdopodobienstwo? ............cccuvmimninnemnnnnsmssessenm. 429
18.1.Jezyk MYSIENIA .ooooiiieee e 429
18.1.1. Myslenie w kategoriach absolutnych ...........ccccoevviiiiiinnnee. 430

18.1.2. Myslenie probabilistyczne ... 433

18.2. Aksjomaty prawdopodobienstwa .......ccccccccvvviiiiiiiiiiiiiiii, 434
18.2.1. Przestrzenie zdarzen i c-algebry ........cccooiiiiiiii, 435

18.2.2. Opisywanie c-algebr ... 437

18.2.3. c-algebry na liczbach rzeczywistych .......cccccooveciiieiniiiiinee, 438

18.2.4. Miary prawdopodobienstwa ..........cccceeevieiiniiiiiiiiiie e 439

18.2.5. Podstawowe wiasciwosci prawdopodobienstwa .................. 442

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/matuma
https://helion.pl/rt/matuma

Spis tresci 13

18.2.6. Przestrzenie probabilistyczne w R7 .....coooooviiiiiiiiiiiiiiiiiie, 446
18.2.7. Jak interpretowac prawdopodobienstwo? ..................oeee. 447
18.3. Prawdopodobienstwo Warunkowe ............ccoccccviiieieeeiiiiciiiiieeeeeeene 449
18.3.1. NIiezZaleZNOoSE .....ccooei i 451
18.3.2. Jeszcze o prawie prawdopodobienstwa catkowitego ............ 452
18.3.3. Twierdzenie Bayesa ........cccueeeeeiaiiiiiiiiiieeee e 454
18.3.4. Bayesowska interpretacja prawdopodobienstwa .................. 456
18.3.5. Proces wnioskowania probabilistycznego ...........cccccceveeennne 457
18.3.6. Paradoks Monty’ego Halla .........cccoovvvviiiiiiiii, 460
18.4. POASUMOWANIE ..eeivieeiiiiiiiiiieieeeeeseitiiieeeeeeessensenteeeeeeeesessnnnneneeaaesaannns 462
LR T2 To I- 1 o | - TP PPPPPPPPIN 463

ROZDZIAL 19

Zmienne losowe i rozklady .........ccccmiimrrnmismnssnnr e ——— 464
19.1. ZMIENNE lOSOWE ..ottt e e e e e e 465
19.1.1. Dyskretne zmienne loSOWE ..........cccuvveeireeeeiieiiiiiiece e 465
19.1.2. Zmienne losowe o wartosciach rzeczywistych ....................... 466
19.1.3. Zmienne losowe — ujecie 0goIne .........ccceeeviiiiii, 468
19.1.4. Co kryje sie za definicjg zmiennych losowych? ..................... 469
19.1.5. Niezaleznos$¢ zmiennych losowych ........cccccooiiiiiiiiiiniinne. 471
19.2. Rozktady dyskretne .........ccccuveiviiiiiiiiiiiiiiiiiii 471
19.2.1. Rozktad zero-jedynkowWy ........ccoooiciiiiieieiiiiieee e 473
19.2.2. Rozktad dwumianowy ........ccoooeviiiiiii 475
19.2.3. Rozkfad geometryczny .......cccueeevveeeiiiiiiiiiieeee e 476
19.2.4. Rozktad jednostajny .......cc.eeeeviieiiiiiiiiiieiee e 478
19.2.5. Rozktad jednopunktowy ........ccccceeviiiiiiiiiiiieiiiee e 479
19.2.6. Jeszcze o prawie prawdopodobienstwa catkowitego ............ 479
19.2.7. Sumy dyskretnych zmiennych losowych ............ccccvvvveeeennns 480
19.3. Rozktady o wartosciach rzeczywistych ..........ccccccvvveeiiiiiiiiiinieeeeis 483
19.3.1. Dystrybuanta ... 484
19.3.2. Wiasciwosci funkcji rozktadu ........ooocviiiiiiies 485
19.3.3. Dystrybuanta dyskretnych zmiennych losowych ................... 487
19.3.4. Rozkiad jednostajny .........occvviiiiieeeiiicciiie e 487
19.3.5. Rozktad wykladniczy ........ccccoooviiiiiiiiiiii e 488
19.3.6. Rozktad normalny ..., 490
19.4. FUNKCJE GBSOSC wevvveeiiiiiiiiiiiiee e e ettt e e e e s sttt e e e e e e s e serreeen e e e e e e e 492
19.4.1. Funkcje gestosci W praktyce ........ooccviieeiiiiiiiiiiiiieeeii 494
19.4.2. Klasyfikacja zmiennych losowych o wartosciach
FZECZYWISTYCR oo 496
19.5. POASUMOWANIE ..eiiiiiiiiiiiiiiiiei ettt e e e e e e e e e 500
19.6. ZAANIA .ot a e e a e e e e e 500

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/matuma
https://helion.pl/rt/matuma

14 Matematyka w uczeniu maszynowym

ROZDZIAL 20
Wartos¢ 0czekiWana ..........cccoeecismmssmssemsssmssssssssssssssssssssnsssassssnssssssssssasaseas 502
20.1. Dyskretne zmienne I0SOWE .........ccueeiiiiiiiiiiiiiiie e 502
20.1.1. Wartos$¢ oczekiwana W poKerze .......ccccccvvveveeieiiiiiiiiiiiiiinnnnnn, 506
20.2. Ciggte Zmienne lOSOWE .......cccuuiiiiiieei i 507
20.3. Wtasciwosci wartosci 0czekiwane] .......cc.ueeevveeeeiiiciiiieniee e 509
20.4. WATANCJA wettiiiiiiiitiiie e e ettt e et e e e e e e s rab b e et e e e e e e s s anbbaneaaaeas 511
20.4.1. Kowariancja i korelacja .........cccccveeerieeiiiiiciiiienice e 513
20.5. Prawo wielkich liczb .....oooooiiii 515
20.5.1. RZuty moONetq... ..oooiiiiiiiii e 515
20.5.2. ...rzUty KOSCMI... ocveiiiiiiee e 518
20.5.3. ... cata reszta ..ooevviiiiiiiiiiiie 520
20.5.4. Stabe prawo wielkich liczb .........coooviiiiiiiiiiiiiiii 521
20.5.5. Mocne prawo wielkich liczb .........cccccoiiiiiiiiie 523
20.6. TEOria INFOrMACH -..eeeeiiiieie e 524
20.6.1. Zgadnij liczbe ..o 525
20.6.2. Zgadnij liczbe, wersja 2. Elektryczne Boogaloo ..................... 527
20.6.3. Informacja i @Ntropia ....ccceeeeeeceviieeiie e 528
20.6.4. Entropia rdZNiCZKOWA ........coovicuviiieeiiaeeeieiiieeeee e 534
20.7. Estymacja metodg najwiekszej wiarygodnosci ........ccccceeeriiiiiiininnenn. 536
20.7.1. Podstawy modelowania probabilistycznego ...........ccccvveeeee.. 537
20.7.2. Modelowanie WySOKOSCI ........ccuuvvieiiieeiiiiiiiieeee e 539
20.7.3. Metoda 0goINa ......c.euviiiiieeeiiicee e 541
20.7.4. Problem niemieckich czotgOw ..........ccooiiiiiiiiiiiiiiiiie, 543
20.8. POASUMOWANIE ....eeeiiiiiiieeeeeiitieie e e ettt e et e e e e e s nebeeneaaaeas 544
20.9. ZAANIA ..ttiiiiiieiiiiie e e e e e e e e eeaaeeeas 545
Bibliografia ..........cccccmimmiimnnrn s 546
Dodatki
DODATEK A
To tylko 10gika ..o 549
A.1. Podstawy logiki matematycznej ........ccccccccuumuunniiiiiiniiiiiiiiiiiiiiinens 549
A.2. SPOINIKI IOGICZNE ..evvveeieicieeee e 550
A.3. RaChUNEK ZAAN ....eiiiiiiii e 551
Ad. Zmienne i Predykaty ... 555
A.5. Kwantyfikatory egzystencjalne i ogolne...........ccccvvveeveeiiiiiiiiieeeee e, 556
ALB. ZAOANIA ... 557

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/matuma
https://helion.pl/rt/matuma

Spis tresci 15

DODATEK B
Struktura matematyki ........cccccvrmrismrnrmnssrs e —————— 559
B.1. Czym jest definicja? ......ooooiiiiiiiiiii 559
B.2. Czym jest tWiIierdzenie? .......cc.eeiiiiiii i 561
B.3. Czym jest dOWOd? ....ooooiiiiiiii i, 562
B.4. ROWNOWAZNOSCH ...vvvviiiieeeiiiiiereiieee e s s st e e e e s e e e e e e nnrrnneeeeeeas 563
B.5. Techniki udowadniania twierdzen ...........cccccccoiiiiiiiiie e, 564
B.5.1. Dowdd przez indukcje .....cooovvvvviiiiiiii 565
B.5.2. DOWOA NI€ WPIOST ...veiiiiieeiiiiiiiiiiiee e 567
B.5.3. KONtrapozycja .....ccovvviiiiiiiiiiiii 568

DODATEK C
Podstawy teorii ZBIOrOW .........cccccciniimmiisnnnsnnnsmssssn s s esas 570
C.1. CZym JESt ZDIOI? .o 570
C.2. Operacje Na zbiorach ........coooieiiiiiee e 571
C.2.1. SumMa, iloCzyn, rOZNICA ........uvvvrrvrririeieiiiiiiiirriirereereeeerereerrerrrrrene 571
C.2.2. Prawa De MOrgana ......ccoooeeiiiiiiiiii et 573
C.3. 110czyn Kartezjanski .......ceeeeeeieciiiiiiiie e 574
C.d. MOC ZDIOIOW .o 576
C.5. Paradoks Russella (0pcjonalnie) ...........cooociiiiiiiiiiiiiiiieeee e 578

DODATEK D
Liczby ZeSPOoIone ........ccccriimmiismmmisnnmssennssssnnsssesssssnssssssssssnsssssnssnssnsessansenss 580
D.1. Definicja liczb zespolonych ..........cccccooiiiiiiiiiiic e, 582
D.2. Reprezentacja geomMetryCzna ......ooooeveeiiiiiii i 583
D.3. Podstawowe twierdzenie algebry ..........ccccoviiiiiiii 584
D.4. Dlaczego liczby zespolone sg Wazne? ........cccccoviiiiiiiieiiieeiiniiiiieeeeennn 586

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/matuma
https://helion.pl/rt/matuma

16 Matematyka w uczeniu maszynowym

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/matuma
https://helion.pl/rt/matuma

Wektory i przestrzenie | *=
wektorowe | 1

Chciatbym zwrdcié¢ uwage, ze klasa abstrakcyjnych przestrzeni liniowych nie jest
wieksza niz klasa przestrzeni, ktorych elementami sq tablice. Co zatem
zyskujemy dzieki abstrakcji? Przede wszystkim swobode uzywania pojedynczego
symbolu dla tablicy. W ten sposéb mozemy traktowac wektory jako podstawowe
elementy konstrukcyjne bez koniecznosci myslenia o ich sktadowych. Podejscie
abstrakcyjne prowadzi do prostych i przejrzystych dowodéw twierdzen.

Peter D. Lax, rozdziat 1. ksigzki Linear Algebra and its Applications

Matematyka uczenia maszynowego opiera sie na trzech filarach: algebrze liniowej, ra-
chunku rézniczkowym i teorii prawdopodobieristwa. Algebra liniowa opisuje, jak repre-
zentowac¢ dane i nimi operowaé, rachunek rézniczkowy pomaga dopasowywa¢ mo-
dele, natomiast teoria prawdopodobienstwa pomaga je interpretowac.

Kolejne dziedziny bazuja na wczesniejszych, dlatego nalezy zacza¢ od podstaw: repre-
zentacji danych i operowania nimi.

W przyktadach w tym podrozdziale korzystam ze stynnego zbioru danych dotyczacego
iryséw (https://en.wikipedia.org/wiki/Iris_flower_data_set). Zawiera on pomiary dtu-
gosci i szerokoSci dziatek kielicha i ptatkéw trzech gatunkéw irysow. Kazdy punkt da-
nych obejmuje wiec cztery pomiary wraz z gatunkiem danego kwiatu: Iris setosa (ko-
saciec szczecinkowy), Iris virginica (kosaciec wirginijski) lub Iris versicolor (kosaciec
réznobarwny). Dziatki kielicha to zwykle zielone, li$ciaste struktury u podstawy kwiatu,
ktdre chronig rozwijajacy sie pak, zanim sie otworzy. Ptatki to kolorowe, miekkie czesci
kwiatu, ktdre przyciagaja zapylacze, takie jak owady czy ptaki.

Wspomniany zbiér danych mozna tatwo wczyta¢ bezposrednio z biblioteki scikit-learn
(https://scikit-learn.org/), wiec przyjrzyj mu sie blizej.

from sklearn.datasets import Toad iris

data = load_iris()

X, y = data["data"], data["target"]

X[:10]
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[4.6, 3.4, 1.4, 0.3],
[5. , 3.4, 1.5, 0.2],
[4.4, 2.9, 1.4, 0.2],
[4.9, 3.1, 1.5, 0.1]])

Zanim przejde do definicji matematycznych, nalezy ustali¢ wspolne stownictwo. Dane
Z pomiaré6w sa przechowywane w formacie tabelarycznym. Wiersze reprezentuja
probki, a kolumny reprezentujg pomiary. Konkretny typ pomiaru czesto nazywany jest
cechq. Za pomoca instrukcji X. shape mozna stwierdzi¢, ze zbiér danych Iris zawiera 150
punktéw danych i cztery cechy:

X.shape
(150, 4)

(Nie martw sie, jesli nie znasz NumPy. W odpowiednim czasie dowiesz sie wiecej o tej
bibliotece. Na razie zapamietaj, ze instrukcja shape tablicy pozwala sprawdzi¢ jej wymiary).

Dla danej prébki odpowiadajacy jej gatunek nazywany jest etykietq. W omawianym
przyktadzie etykiety to Iris setosa, Iris virginica lub Iris versicolor. Sa one zakodowane
za pomoca liczb 0, 11 2:

y

array([0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1,
Uy iy Iy Ig I I Ay iy 05 1y 1 1y 0, 1 0 1y 1 iy 8 1y 1 i 1g
1,1, 1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2, 2,
2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,
2,2,2,2,2,2,2,2])

W ujeciu matematycznym zbiér danych Iris tworzy macierz, a poszczeg6lne punkty da-
nych tworza wektory. Modwigc pro$ciej, macierze to tabele, a wektory to krotki (czyli
skonczone i uporzadkowane sekwencje obiektéw, na przyktad (1.297, -2.35, 32.3,
29.874)). Jednak to uproszczone ujecie nie pokazuje pelnego obrazu. Wektory i macie-
rze majg cudowna strukture geometryczng i algebraiczng, a zgtebienie teorii matema-
tycznej dotyczacej tych koncepcji pozwala dostrzec wzorce kryjace sie w danych.

Jak to sie dzieje? Zat6zmy, ze oprdcz zapisania punktéw danych w zwieztej postaci
chcesz wykonywa¢ na nich operacje, takie jak dodawanie i mnozenie przez skalar. Po
co dodawa¢ do siebie punkty danych? Oto prosty przyktad: czesto korzystne jest, gdy
cechy sg wyrazone w tej samej skali. Jesli dana cecha ma mniejszy zakres wartosci niz
pozostate, bedzie miata mniejszy wptyw na prognozy.

Pomysl o tym w ten sposéb: jesli kto$ szepcze do Ciebie z sgsiedniego pokoju, podczas
gdy tuz obok Twojego ucha graja gtosniki, nie ustyszysz nic z tego, co méwi ta osoba.
Cechy o duzej skali s3 jak gtosna muzyka, a te o mniejszej skali przypominaja szept.
Mozesz uzyskac znacznie wiecej informacji z szeptu, ale najpierw musisz $ciszy¢ muzyke.

Aby zobaczy¢ to zjawisko w praktyce, przyjrzyj sie rozktadowi cech w omawianym
zbiorze danych:

import pandas as pd

import seaborn as sns

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

sns.set_theme(style="white", rc={"axes.facecolor": (0, 0, 0, 0)})
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# Przygotowywanie danych

x = X.ravel ()

labels = ["DYugoS¢ dziatek", "SzerokoS¢ dziatek", "Dtugo$é ptatkow",
"SzerokoS¢ ptatkow"]

g = np.tile(labels, len(X))

df = pd.DataFrame(dict(x=x, g=g))

# Inicjalizowanie obiektu FacetGrid
pal = sns.cubehelix_palette(10, rot=-.25, light=.7)
g = sns.FacetGrid(df, row="g", hue="g", aspect=10, height=1.5, palette=pal)

# Generowanie wykresu gestosci
g.map(sns.kdeplot, "x", bw_adjust=.5, clip_on=False, fill=True, alpha=1,
>linewidth=1.5)

g.map(sns.kdeplot, "x", clip_on=False, color="w", 1w=2, bw_adjust=.5)

# Dodawanie linii odniesienia
g.refline(y=0, linewidth=2, linestyle="-", color=None, clip_on=False)

# Dodawanie etykiety do kazdego wykresu
.map(Tambda x, color, Tabel: plt.gca().text(0, .2, label, fontweight="bold",
color=color,ha="left", va="center", transform=plt.gca().transAxes), "x")

«

Dodawanie podwykreséw i aspektow estetycznych
.figure.subplots_adjust (hspace=-.25)
.set_titles("")

.set(yticks=[], ylabel="")

.despine(bottom=True, left=True)

Q@ a a a FH#

plt.show

Na rysunku 1.1 wida¢, ze wartos$ci niektérych cech majg szerszy zakres (na przyktad
dtugosc dziatki kielicha), podczas gdy inne wezszy (na przyktad szeroko$¢ dziatki kie-
licha). W zastosowaniach praktycznych moze to negatywnie wptywac na skuteczno$¢
predykcyjng algorytmow.

o 2 4 [ B
%

Rysunek 1.1. Surowe cechy ze zbhioru danych Iris
Aby rozwigzac ten problem, mozna usuna¢ sredniq i odchylenie standardowe ze zbioru

danych. Je$li zbiér danych sktada sie z wektoréw x1, xz, ..., X150, mozna obliczy¢ ich
$redniag za pomoca nastepujgcego wzoru:
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150
— 1 ER4
B= 1502_ ’ X &R
i=

A oto wzor na odchylenie standardowe:

150

1
= —E . —u)? € R*
o 1501(xl. /’l) )
i=

gdzie odejmowanie i podnoszenie do kwadratu w (xi - p)? wykonywane jest po wspot-
rzednych.

Sktadowe p = (W1, pz, U3, pa) i @ = (01, 02, 03, 64) to $rednie i wariancje poszczegélnych
cech. Przypominam, Ze zbidr danych Iris zawiera 150 prébek i 4 cechy na préobke.

Innymi stowy, Srednia opisuje przecietng warto$¢ probek, a odchylenie standardowe
reprezentuje $rednig odleglo$¢ od $redniej. Im wieksze odchylenie standardowe, tym
bardziej rozproszone sg prébki.

Przeskalowany zbi6r danych (rysunek 1.2) mozna opisa¢ w nastepujacy sposob:

X1 —H X2 — U X150 — U
) ) ) )

g g o

gdzie zar6wno odejmowanie, jak i dzielenie wykonywane sg po wspétrzednych.

Jesli znasz Pythona i biblioteke NumPy, to wtasnie tak to sie w nich odbywa. Nie martw
sie, jezeli nie znasz tych narzedzi. Wszystko, co musisz wiedzie¢ na ich temat, wyja-
$niam w nastepnym rozdziale, gdzie przedstawiam tez przyktadowy kod.

X_scaled = (X - X.mean(axis=0))/X.std(axis=0)

X_scaled[:10]

# Przygotowanie danych
x = X_scaled.ravel()

labels

["Dtugosc dziatek", "Szerokos¢ dziatek", "DYugoSc ptatkow",
"SzerokoS¢ ptatkow"]

g = np.tile(labels, X scaled.shape[0])
df = pd.DataFrame(dict(x=x, g=g))

# Inicjalizacja obiektu FacetGrid

pal =
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array([[-0.90068117, 1.01900435, -1.34022653, -1.3154443 ],
[-1.14301691, -0.13197948, -1.34022653, -1.3154443 ],
[-1.38535265, 0.32841405, -1.39706395, -1.3154443 ],
[-1.50652052, 0.09821729, -1.2833891 , -1.3154443 ],
[-1.02184904, 1.24920112, -1.34022653, -1.3154443 ],
[-0.53717756, 1.93979142, -1.16971425, -1.05217993],
[-1.50652052, 0.78880759, -1.34022653, -1.18381211],
[-1.02184904, 0.78880759, -1.2833891 , -1.3154443 ],
[-1.74885626, -0.36217625, -1.34022653, -1.3154443 ],
[-1.14301691, 0.09821729, -1.-2833891 , -1.44707648]])

sns.cubehelix_palette(10, rot=-.25, 1ight=.7)
grid = sns.FacetGrid(df, row="g",

hue="g", aspect=10, height= 1.5, palette=pal)
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# Generowanie wykresow gestosci

grid.map(sns.kdeplot, "x", bw_adjust=.5, clip_on=False, fill=True, alpha=1,
linewidth=1.5)

grid.map(sns.kdeplot, "x", clip_on=False, color="w", Tw=2, bw_adjust=.5)

# Dodawanie linii odniesienia
grid.refline(y=0, linewidth=2, linestyle="-", color=None, clip_on=False)

# Dodawanie etykiet do kazdego wykresu
grid.map(lambda x, color, label: plt.gca().text(0, .2, label, fontweight="bold",
color=color,ha="left", va="center", transform=plt.gca().transAxes), "x")

# Dostosowanie podwykreséw i aspektéw estetycznych
grid.figure.subplots_adjust(hspace=-.25)

grid.set_titles("")
grid.set(yticks=[], ylabel="")
grid.despine(bottom=True, left=True)

plt.show()

Jesli poréwnasz zmodyfikowang wersje z oryginalng, zauwazysz, ze wszystkie cechy
maja teraz te sama skale (rysunek 1.2). Innymi stowy, zbiér danych zostat przeksztat-
cony na przydatniejszg posta¢. Na (bardzo) ogélnym poziomie efekt uczenia maszyno-
wego to nic innego jak seria wyuczonych transformacji danych przeksztatcajacych su-
rowe dane w forme umozliwiajaca proste generowanie prognoz.

dlugoié platkow

szerokose platkow

-3 = -1 o 1 2 3
x

Rysunek 1.2. Przeskalowane cechy ze zbioru danych Iris
W ujeciu matematycznym operowanie danymi i modelowanie ich relacji z etykietami

wywodzi sie z koncepcji przestrzeni wektorowych i transformacji miedzy nimi. Dlatego
zaczne od podania precyzyjnej definicji przestrzeni wektorowych.
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1.1. Czym jest przestrzen wektorowa?

Reprezentowanie wielu pomiaréw jako krotki (x1, x2, ..., x») to naturalne rozwigzanie,
ktére ma wiele zalet. Forma krotki sugeruje, Ze sktadowe powinny wystepowac razem
i mie¢ okreslong kolejno$¢. Zapewnia to jasny i zwiezty sposéb przechowywania
informacji.

Wiaze sie to jednak z pewnym kosztem: wymaga to pracy z bardziej ztozonymi obiek-
tami. Jednak, mimo Ze trzeba wtedy operowac na krotkach typu (x1, ..., x») zamiast na
liczbach, istnieja pewne podobienstwa miedzy wykonywanymi operacjami. Na przy-
ktad dowolne dwie krotki x = (x1, ..., xn) iy = (¥3, ..., y») mozna:

B dodawac: x +y = (X1 + V1, ..., Xn + Yn);

B mnozy¢ przez skalar: jesli c € R, to cx = (cx1, ..., CXxn).

Jest to zblizone do postugiwania sie zwyktymi liczbami.

Te operacje majg réwniez jednoznaczne interpretacje geometryczne. Dodawanie od-
powiada przesunieciu, a mnozenie przez skalar to proste rozcigganie (lub kurczenie,
jesli |c| < 1). [lustruje to rysunek 1.3.

CX

Rysunek 1.3. Geometryczna interpretacja dodawania i mnozenia przez skalar
Jesli chcesz korzystac z intuicyjnego ujecia geometrycznego (co zdecydowanie warto
robié), nie jest jasne, jak zdefiniowa¢ mnozenie wektoréw. Mimo ze definicja
xy = (X1y1, «ry XnYn)
ma sens algebraiczny, to trudno zrozumie¢ jej znaczenie geometryczne.

Gdy myslisz o wektorach i przestrzeniach wektorowych, zapewne wyobrazasz sobie
struktury matematyczne, ktére odpowiadajg Twoim intuicyjnym zatozeniom i oczeki-
waniom. Warto przeksztatcic te intuicje w formalng definicje.
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Definicja 1.1.1. Przestrzenie wektorowe
Przestrzery wektorowa to struktura matematyczna (V, F, +, -), gdzie:
a) Vto zbiér wektoréow;
b) F to ciato skalarow (najczesciej liczby rzeczywiste R lub liczby zespolone C);
¢) +:Vx V- Vto operacja dodawania spetniajaca nastepujgce wtasciwosci:
x+y=y+x (przemiennos¢),

0]

0 x+ (y+2z)=(x+y)+z(tacznosd),

o istnieje element 0 € V taki, ze x + 0 = x (istnienie wektora zerowego),
o

dla kazdego x € V istnieje —x € V taki, ze x + (-x) = 0 (istnienie wektora prze-
ciwnego)

dla wszystkich wektoréw x,y,z€ V;
d) -:Fx V- Vto operacja mnozenia przez skalar spetniajgca nastepujace wiasciwosci:
0 a(bx) = (ab)x (tgcznosd),
0 a(x+y)=ax+ay (rozdzielnosc),
0 1lx=x

dla wszystkich skalaréw a, b € F i wektoréw x, y € V.

Ta definicja zawiera wiele nowych poje¢, wiec warto przyjrzec sie jej blize;j.

Traktowanie operacji takich jak dodawanie i mnozenie przez skalar jako funkcji moze
wydawac sie nietypowe, lecz jest to catkowicie naturalna reprezentacja. Funkcje omawiam
szczegbtowo dalej, a na razie mozesz mysle¢ o nich w intuicyjnym ujeciu. W zapisie
uzywam notacji x + y, ale jesli potraktowac + jako funkcje dwdch zmiennych, mozna
réwnie dobrze zastosowac zapis +(x, y). Forma x + y nazywana jest notacja infiksowq,
natomiast +(x, y) to notacja prefiksowa.

W przestrzeniach wektorowych argumentami dodawania sg dwa wektory, a wyni-
kiem jest pojedynczy wektor, wiec + jest funkcjg odwzorowujaca iloczyn kartezjanski
VxVnaV.

Podobnie mnozenie przez skalar to operacja na skalarze i wektorze dajgca w wyniku
wektor. Oznacza to, Ze jest to funkcja odwzorowujaca F x Vna V.

lloczyn kartezjanski VV x V to zbiér uporzadkowanych par:
VxV={(u,v):u,veV}

Wiecej szczeg6téw na ten temat znajdziesz w dodatku dotyczacym teorii zbioréw (do-
datek C), a na razie wystarczy ujecie intuicyjne.

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze definicje matematyczne sg zawsze formalizowane
po jakims$ czasie, gdy obiekty, ktérych dotycza, sg juz w pewnym stopniu ugruntowane
i znane uzytkownikom. Matematyka czesto prezentowana jest w kolejnosci: najpierw
definicje, potem twierdzenia. Jednak w praktyce wyglada to inaczej: to przyktady mo-
tywuja do tworzenia definicji, a nie odwrotnie.
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Ciatem skalaréw moga by¢ nie tylko liczby rzeczywiste czy zespolone. Termin ciato
oznacza dobrze zdefiniowana strukture matematyczng, ktéra precyzuje intuicyjne po-
jecie. Bez zagtebiania sie w szczegoty techniczne wspomne tylko, ze ciata traktuje jak
zbiory liczb, w ktérych dodawanie i mnoZzenie dziata tak samo jak dla liczb rzeczywistych.

Poniewaz nie zajmuje sie tu najbardziej ogélnym przypadkiem, bede uzywac¢ R lub C,
aby unikna¢ niepotrzebnych komplikacji. Jesli nie znasz doktadnej matematycznej de-
finicji ciata, nie martw sie. Wystarczy, Ze za kazdym razem gdy natrafisz na stowo ,ciato”,
zastapisz je symbolem R.

Kiedy wszystkie informacje wynikaja z kontekstu, (V, R, +, -) bede czesto oznaczat jako
V, aby uprosci¢ zapis. Zatem jesli ciato F nie jest okreslone, domys$lnie mozna przyjac,
ze jest to R. Gdy chce podkresli¢ ten fakt, uzywam nazwy rzeczywiste przestrzenie wek-
torowe.

Definicja 1.1.1 jest z pewno$cia zbyt ztoZona, by jg od razu zrozumieé. Wydaje sie tylko
zbiorem operacji i wtasciwo$ci zapisanych w jednym miejscu. Aby tatwiej Ci byto zbu-
dowa¢ model mentalny, mozesz wyobrazi¢ sobie wektor jako strzatke, ktéra wychodzi
z wektora zerowego. Warto przypomnie¢, ze wektor zerowy 0 to szczegdlny wektor,
dla ktdérego x + 0 = x dla wszystkich x. Mozna go wiec uznac za strzatke o zerowej dtu-
gosci, czyli poczatek uktadu wspoétrzednych.

Aby lepiej zapoznac sie z przestrzeniami wektorowymi, przyjrzyj sie kilku przyktadom.

1.1.1. Przykiady przestrzeni wektorowych

Przyktady s3 jednym z najlepszych sposobow na zrozumienie pozornie trudnych kon-
cepcji, takich jak przestrzenie wektorowe. Ludzie zwykle mys$la w kategoriach modeli,
a nie abstrakcji. Dotyczy to réwniez specjalistdw od czystej matematyki, nawet jesli
temu zaprzeczaja.

Przyklad 1. Najbardziej powszechnym przyktadem przestrzeni wektorowej jest
(R, R, +, -). Jest to ta sama przestrzen wektorowa, ktorej uzytem w definicji. R oznacza
n-krotny iloczyn kartezjaniski zbioru liczb rzeczywistych. Je$li nie znasz tego zapisu,
zapoznaj sie z samouczkiem z teorii zbioréw w dodatku C.

(R, R, +, ) jest modelem kanonicznym uzywanym w trakcie studiéw. Dla n = 2 powstaje
znana ptaszczyzna euklidesowa (rysunek 1.4).

X = (xy,x2)

Rysunek 1.4. Pfaszczyzna euklidesowa jako przestrzen wektorowa
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Postugiwanie sie R2 lub R3 do wizualizacji moze by¢ bardzo pomocne. Operacje, ktore
dziatajg w tych przestrzeniach, zwykle beda dziata¢ rowniez w przypadku ogélnym,
cho¢ takie zatozenie nie zawsze jest bezpieczne. Matematyka opiera sie zaré6wno na
intuicji, jak i logice. Rozwijamy pomysty na podstawie intuicji, ale potwierdzamy je za
pomoca logiki.

Przyklad 2. Przestrzenie wektorowe to nie tylko zbiér skoficzonych krotek. Przykia-
dem jest przestrzen funkcji wielomianowych o wspétczynnikach rzeczywistych zdefi-

niowana jako
n
R[x] = {Z pixi:pi eRn=01, }

i=0

Dwa wielomiany p(x) i g(x) mozna dodac¢ do siebie w nastepujacy sposéb:

p(x) + q(x): = Z (0; + g
k=1

Z kolei operacja mnozenia przez skalar rzeczywisty wyglada tak:
n

cp(x) = Z cpix’.

k=1

Z tymi operacjami (R[x], R, +, -) jest przestrzenig wektorowa. Chociaz zazwyczaj wie-
lomiany s3 reprezentowane w formie funkcji, mozna je réwniez przedstawi¢ jako
krotki wspotczynnikow:

n
Z pixt < (Do, ..., Pn)-
i=0

Warto zauwazy¢, ze n (stopien wielomianu) jest nieograniczony. W konsekwencji ta
przestrzen wektorowa ma znacznie bogatsza strukture niz R~

Przyktad 3. Poprzedni przyklad mozna dalej uogélni¢. Niech C([0, 1]) oznacza zbiér
wszystkich ciggtych funkcji rzeczywistych f: [0, 1] = R. Wtedy (C(R), R, +, -) jest prze-
strzenig wektorowg, gdzie dodawanie i mnozenie przez skalar sg zdefiniowane dla kaz-
dego elementu:

(F+9)() = f1x) + g(x), () = f(x)

dla wszystkich f, g € C(R) i c € R. Chociaz nie zdefiniowatem jeszcze pojecia ciggtosci,
mozesz mysle¢ o funkcji ciggtej jako takiej, ktérej wykres da sie narysowac bez odry-
wania dtugopisu od kartki.

Tak, to prawda: funkcje réwniez mozna traktowac jako wektory. Przestrzenie funkcji
odgrywaja istotng role w matematyce i wystepuja w réznych formach. Czesto taka
przestrzen jest ograniczana do funkcji ciagtych, funkcji rézniczkowalnych lub dowol-
nego innego podzbioru zamknietego ze wzgledu na dane dziatania.

(Réwniez R mozna traktowac jako przestrzen funkcji. W ujeciu abstrakcyjnym kazdy
wektor x = (x1, ..., Xn) jest odwzorowaniem ze zbioru {1, 2, ..., n} na R).
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Przestrzenie funkcji pojawiaja sie w kontek$cie zaawansowanych zagadnien, takich jak
odwracanie architektur ResNet. W tej ksigzce nie omawiam takich tematéw, warto jed-
nak zapoznac sie z przyktadami innymi niz R~ (i nie tak oczywistymi).

1.2. Podstawy

Chociaz przestrzenie wektorowe zawierajg nieskonczenie wiele wektoréw, mozna zmniej-
szy¢ ztozono$¢ dzieki specjalnym podzbiorom, ktére pozwalajg wyrazi¢ dowolny inny
wektor.

Aby lepiej zrozumie¢ te idee, rozwaz znang juz przestrzen R Wystepuje w niej spe-
cjalny zbior wektorow:

e1=(1,0,..0)
e2=(0,1,..,0)
en=(0,0,..,1).

Mozna go uzy¢ do wyrazenia kazdego wektora &= (x, ..., Xxn) W nastepujacej formie:

n
X = Z xXiéy, X € ]R, e; € R™.
i=1
Na przyktad w R? wystepuja wektory e1 = (1, 0) i ez = (0, 1).

Ten przyktad moze wydawac sie trywialny i pozornie tylko komplikuje prace. Po co
zapisywac wektory w postaci x = )7, x;e;, zamiast uzywac¢ wspotrzednych (xi, ..., xn)?
Poniewaz notacja wspétrzednych zalezy od bazowego zestawu wektoréw (w tym przy-
ktadzie {ey, ..., en}) uzywanego do wyrazenia innych wektoréow.

Wektor nie jest tym samym co jego wspotrzedne! Dany wektor moze mie¢ wiele rdz-
nych wspotrzednych w réznych uktadach, a przechodzenie miedzy uktadami jest uzy-
tecznym narzedziem.

Zatem zbior £'= {ey, ..., en} € R" jest szczegblny, poniewaz znacznie upraszcza repre-
zentacje wektoréw. Wraz z operacjami dodawania wektoréw i mnozenia przez skalar
generuje on cala przestrzen wektorowa. E jest przyktadem bazy przestrzeni wektoro-
wej, czyli zbioru, ktéry stuzy jako szkielet R~

W tym podrozdziale wprowadzam i szczeg6towo omawiam koncepcje bazy przestrzeni
wektorowe;j.

1.2.1. Kombinacje liniowe i niezaleznos¢

Teraz odejde od szczeg6lnego przypadku R" i przejde do ogdlnych przestrzeni wekto-
rowych. Na podstawie przyktadu dotyczacego baz pokazatem, Ze bardzo istotne s3
sumy w postaci

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/matuma
https://helion.pl/rt/matuma

Rozdziat 1 m Wektory i przestrzenie wektorowe 41

n
Z XV,

i=1

gdzie v: to wektory, a xi to wspétczynniki skalarne. Takie sumy nazywane sa kombina-
cjami liniowymi. Sg one trywialne, jesli wszystkie wspotczynniki sa rowne zero.

Dla danego zbioru wektordéw ten sam wektor moze by¢ wyrazony jako kombinacja li-
niowa na wiele sposobéw. Na przyktad jesli vi = (1,0), v2=(0,1)iwz = (1, 1), to

(2, 1)=2v1+v2
=PV1+ V3.

Sugeruje to, ze zbidr S = {v1, v2, v3} jest nadmiarowy, poniewaz zawiera powtarzajace
sie informacje. Pojecie zaleznosci i niezaleznosci liniowej precyzuje to spostrzezenie.

Definicja 1.2.1. Zaleznos¢ i niezaleznos¢ liniowa

Niech V bedzie przestrzenig wektorowa, a S = {v1, ..., va} podzbiorem jej wektoréw.
Moéwimy, ze S jest liniowo zalezny, jesli zawiera tylko wektor zerowy lub jesli istnieje
niezerowy v, ktéry mozna wyrazi¢ jako kombinacje liniowa pozostatych wektoréw v,
vees Vk=1, Vk+1, ..., Un.

S jest liniowo niezalezny, jesli nie jest liniowo zalezny.

Zalezno$¢ i niezalezno$¢ liniowg mozna rozpatrywac z innej perspektywy. Jesli dla
pewnego niezerowego wektora vk zachodzi rownos¢

k-1 n
Vi = Z X;V; + Z X;iv;,
i=1 i=k+1

to po odjeciu vk od obu stron ré6wnania okazuje sie, ze wektor zerowy mozna przedsta-
wic jako nietrywialng kombinacje liniowa

n
0= Z X;V;
i=1
dla pewnych skalaréw x;, gdzie xx = -1. Jest to r6wnowazna definicja zaleznosci linio-
wej. W ten spos6b udowodnitem twierdzenie z ramki.

Twierdzenie pomocnicze 1.2.1. Niech V bedzie przestrzenig wektorowa, a S = {v, ..., vn}
podzbiorem V.

a) S jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, jesli wektor zerowy 0 mozna uzyskac
jako nietrywialng kombinacje liniowa.

b) S jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy dla 0 = Y7, x;v; wszystkie
wspotczynniki xi zawsze sq zerowe.
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1.2.2. Powtoki liniowe zbiorow wektorow

Kombinacje liniowe umozliwiajg wygenerowanie duzej liczby wektoréw na podstawie
niewielkiego zbioru wektoréw wyjsciowych. Proces tworzenia wszystkich mozliwych
kombinacji liniowych dla zbioru wektoréw S nazywamy generowaniem (lub rozpina-
niem), a powstaly w ten sposdb zbiér nazywamy powtokq liniowq i oznaczamy stowem
span. Formalna definicja wyglada nastepujaco:
n
span(S) = {Z x;v;:n € N,v; € S, x; jest skalaremy.
i=1
Warto zauwazy¢, ze zbioér wektoréw S nie musi by¢ skoniczony. Aby lepiej zobrazowac

pojecie powtoki liniowej, mozna przedstawic caty proces w trzech wymiarach. Powtoka
liniowa dwdch liniowo niezaleznych wektoréw tworzy ptaszczyzne (rysunek 1.5).

Rysunek 1.5. Powtoka liniowa dwéch liniowo niezaleznych wektoréw u, v € R?

Powtoke liniowa skonczonego zbioru {vy, ..., va} 0znacza sie tak:
span(vi, ..., Vn).

Pozwala to unikna¢ nadmiernego komplikowania zapisu przez nazywanie osobno kaz-
dego zbioru.

Twierdzenie 1.2.1. Niech V bedzie przestrzenig wektorows, a S, S1, S2 € V bedg podzbio-
rami jej wektordw.

a) Jesli 51 € Sz, to span(S1) € span(Sz).
b) span(span(S)) = span(S).

To pierwsze w tej ksigzce twierdzenie z dowodem. Przeczytaj je, a jesli okaze sie zbyt
trudne, przejdz dalej i wr6¢ do niego pdéZniej. Upewnij sie jednak, ze rozumiesz tres¢
twierdzenia.
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Dowdd. Wiasnos¢ (a) wynika bezposrednio z definicji. Aby udowodnic (b), trzeba wyka-
zac, ze span(S) € span(span(S)) oraz span(span(S)) S span(S).

To jeden z tych momentéw, gdy krzywa uczenia sie staje sie stroma. Zastanow sie jednak
przez chwile: dwa zbiory A i B sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy AS Bi B < A.

Pierwszy punkt wynika z definicji. Dla drugiego przyjmijmy, ze x € span(span(.5)). Wtedy

n
X = Z X;V;
i=1

dla pewnych v; € span(S). Poniewaz v; nalezg do span(S), mamy
m
V; = Ui,juj
j=1
dla pewnych u; € S. Zatem

m m n
=3 =353 =3 (3o

n n
i=1 i=1 j=1 j=1

€O 0znacza, ze x € span(S).

Poniewaz jesli S jest liniowo zalezny, to span(span(S)) = span(S), mozna usung¢ nad-
miarowe wektory, a generowana przestrzen pozostanie taka sama.

Pomysl o nastepujacej zaleznosci: jesli S = {v1, ..., va} i na przyktad v,, = ¥ x;v;, to
Un € span(S\{vn}). Zatem

span(S\{vx}) = span(span(S\{v.})) = span(S).

(Operacja A\B to réznica zbioréw. Wynik zawiera wszystkie elementy z 4, ktore nie sa
elementami B. Wiecej informacji znajdziesz w dodatku C).

W zbiorze wektordw te z nich, ktdre generuja calg przestrzen wektorows, sa szcze-
gblne. Po tym wprowadzeniu pora przedstawic formalna definicje. Kazdy zbiér wekto-
row S, ktory ma wiasciwos¢ span(S) = V, nazywamy zbiorem generujgcym dla V.

Zbiér S mozna traktowac jako ,bezstratng kompresje” przestrzeni V, poniewaz zawiera
on wszystkie informacje potrzebne do odtworzenia dowolnego elementu z V, a jedno-
cze$nie jest mniejszy niz cata przestrzen. Celem jest maksymalne zmniejszenie roz-
miaru zbioru generujacego. To prowadzi do jednego z najwazniejszych poje¢ w alge-
brze liniowej: minimalnych zbioréw generujgcych, ktére nazywane sg bazami.
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1.2.3. Bazy, czyli minimalne zbiory generujace

Po tych intuicyjnych rozwazaniach przejde od razu do definicji.

Definicja 1.2.2. Baza

Niech V bedzie przestrzenig wektorowa, a S podzbiorem jej wektoréw. S jest baza V, jesli:
a) S jest liniowo niezalezny
b) oraz span(S)=V.

Elementy zbioru bazowego nazywamy wektorami bazowymi.

Mozna wykazad, ze te definiujgce wtasciwos$ci oznaczaja, iz kazdy wektor x moze zostac
jednoznacznie zapisany jako kombinacja liniowa S. Wykazanie tego pozostawiam jako
¢wiczenie dla czytelnika.

Pora przedstawi¢ kilka przyktadéw. W R3 zbiér {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} jest baza,
ale {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (0, 1, 1)} réwniez nia jest. Tak wiec dla tej samej przestrzeni
wektorowej moze istnie¢ wiecej niz jedna baza.

Dla R" najczes$ciej uzywang bazg jest {e, ..., en}, gdzie e; jest wektorem, ktorego prawie
wszystkie wspotrzedne sa rowne 0; wyjatkiem jest i-ta wspotrzedna, ktéra wynosi 1.
Taka baza nazywana jest standardowq.

Jesli chodzi o ,informacje” zawarte w zbiorze wektordw, bazy sa optymalne. Dodanie
jakiegokolwiek nowego wektora do zbioru bazowego wprowadza redundancje, a usu-
niecie ktéregokolwiek z elementéw powoduje, ze zbidr staje sie niekompletny.

Formalnym ujeciem tych spostrzezen sa dwa twierdzenia z ramki.

Twierdzenie 1.2.2. Niech V bedzie przestrzenig wektorowa, a S = {vi, ..., v} podzbiorem
wektorow. Nastepujgce stwierdzenia sq rownowazne:

a) Sjest baza.

b) S jest liniowo niezalezny i dla kazdego x € V\S zbidr S U {x} jest liniowo zalezny.
Innymi sfowy, S jest maksymalnym zbiorem liniowo niezaleznym.

Dowdd. Aby wykaza¢ réwnowaznos¢ tych dwoch stwierdzen, nalezy udowodni¢ dwa
punkty: ze (a) implikuje (b), a takze ze (b) implikuje (a). Zaczne od pierwszego z nich.
(@) = (b) Jesli S jest baza, to dowolny x € V mozna zapisac jako

n

X = Z XiV;

i=1
dla pewnych x, € R. Zatem z definicji S U {x} jest liniowo zalezny.
(b) > (a) Celem jest wykazanie, ze dowolny x mozna zapisa¢ jako kombinacje liniowg
wektoréw z S. Zgodnie z zatozeniem S U {x} jest liniowo zalezny, wiec 0 mozna zapisa¢
jako nietrywialng kombinacje liniowa
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n
0=ax+ Z XV,
i=1

gdzie nie wszystkie wspoiczynniki sg zerowe. Poniewaz S jest liniowo niezalezny, a nie
moze by¢ zerem (gdyz implikowatoby to liniowa zaleznos¢ S, co bytoby sprzeczne z za-
tozeniami). Zatem

co dowodzi, ze S jest baza.

Teraz wykaze, Ze kazdy wektor bazy jest niezbedny.

Twierdzenie 1.2.3. Niech V bedzie przestrzenig wektorowg, a S = {vi, .., va} j&j baza.
Wtedy dla dowolnego v; € S

span(S\{v}) c V,

czyli powtoka liniowa S\{vi} jest podzbiorem wiasciwym V.

Dowdd. Przeprowadze dowdd nie wprost. Bez utraty ogélnosci mozna zatozy¢, ze i = 1.
Jesli

span(S\ {vi}) =V,
to

Oznacza to, ze S = {vy, .., va} nie jest liniowo niezalezny, co jest sprzeczne z zatozeniami.

Innymi stowy, powyzsze wyniki oznaczajg, ze baza jest jednocze$nie maksymalnym
zbiorem liniowo niezaleznym i minimalnym zbiorem generujqcym.

Gdy dana jest baza S = {v1, ..., va}, wektor x = }i_; x;v; mozna zapisa¢ w skréconej for-
mie jako x = (X1, ..., Xn). Poniewaz taki rozktad jest jednoznaczny, mozna to zrobi¢ bez
obaw. Wspoétczynniki x: sg nazywane réwniez wspdétrzednymi wektora. Warto zauwa-
zy¢, ze wspotrzedne zalezg od wybranej bazy. Dla dwdch réznych baz wspoétrzedne
tego samego wektora mogg by¢ inne.

1.2.4. Przestrzenie wektorowe o skonczonej
liczbie wymiarow

Weczesniej wyjasnitem, Ze pojedyncza przestrzen wektorowa moze mie¢ wiele réznych
baz. Bazy nie sg wiec unikatowe. W tym konteksScie pojawia sie nastepujgce pytanie:
jesli 1152 s3 dwiema bazami przestrzeni V, to czy zachodzi rownos¢ [S1] = [S2|? W tym
zapisie |S| oznacza kardynalnos¢ zbioru S, czyli jego ,wielko$¢”.
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Innymi stowy, czy mozna uzyska¢ lepszy efekt dzieki bardziej przemyslanemu dobo-
rowi bazy? Okazuje sie, Ze nie jest to mozliwe, poniewaz licznosci dowolnych dwéch
zbioréw bazowych sg takie same. Nie bede tego udowadnia¢, ale przedstawiam petng
postac twierdzenia.

Twierdzenie 1.2.4. Niech V bedzie przestrzenig wektorowa, a S1i Sz dwiema bazami V.
Wtedy |S1] = |S2].

Na tej podstawie mozna zdefiniowa¢ wymiar przestrzeni wektorowej, czyli kardynal-
nos$¢ jej bazy. Wymiar Vjest oznaczany jako dim(V). Na przyktad R” jest n-wymiarowa,
na co wskazuje baza standardowa {(1, 0, ..., 0), ..., (0, 0, ..., 1)}.

W poprzednich twierdzeniach przyjmowatem zatozenie, ze baza jest skonczona.
Mozna zadac¢ pytanie: czy zawsze tak jest? Odpowiedz brzmi: nie. Obrazujg to przy-
ktady 2.1 3. Na przyktad przeliczalnie nieskonczony zbioér {1, x, x2, x3, ...} jest baza dla
R[x]. Zgodnie z powyzszym twierdzeniem dla tej przestrzeni nie moze istnie¢ skon-
czona baza.

Prowadzi to do waznego rozréznienia miedzy przestrzeniami wektorowymi: te z ba-
zami skoniczonymi nazywane sg skoriczenie wymiarowymi. Mam dobra wiadomo$c:
wszystkie skonczenie wymiarowe rzeczywiste przestrzenie wektorowe sg w istocie
przestrzeniami R” (warto przypomnie¢ w tym miejscu, Ze przestrzen wektorowa jest
nazywana rzeczywistq, jesli jej skalary sa liczbami rzeczywistymi).

Aby zrozumie¢, dlaczego tak sie dzieje, przyjmij, ze V jest n-wymiarowg rzeczywistg
przestrzenig wektorowa z baza {vx, ..., va}. Ponadto zdefiniuj odwzorowanie ¢ : V— R"
W nastepujacy sposéb:

n
(p:z X0 = (X, or) X))
i=1

@ jest odwracalne i zachowuje strukture V, czyli operacje dodawania i mnozenia przez
skalar. Rzeczywiscie, jesliu, v € Vi a, B € R, to ¢(au + Bv) = ap(x) + fe(y). Takie od-
wzorowania nazywane sg izomorfizmami. Stowo to pochodzi z greki, gdzie isos oznacza
ten sam, a morphe — ksztatt. Cho¢ brzmi to abstrakcyjnie, wystepowanie izomorfizmu
miedzy dwiema przestrzeniami wektorowymi oznacza, Ze maja one te samg strukture.
Zatem R” nie jest tylko przykladem skonczenie wymiarowych rzeczywistych prze-
strzeni wektorowych, lecz stanowi ich uniwersalny model. Warto zauwazy¢, ze jesli
skalary nie s3 liczbami rzeczywistymi, izomorfizm z R” nie zachodzi. Wiecej o prze-
ksztatceniach pisze w dalszych rozdziatach.

Poniewaz w tej ksigzce zajmuje sie prawie wytgcznie skonczenie wymiarowymi rze-
czywistymi przestrzeniami wektorowymi, jest to dobra wiadomos¢. Uzywanie R” jest
nie tylko heurystyka, ale dobrym modelem mentalnym.
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1.2.5. Dlaczego bazy sa tak istotne?

Jesli kazda skonczenie wymiarowa rzeczywista przestrzen wektorowa jest w istocie
taka sama jak R", co mozesz zyskac dzieki abstrakcji? Owszem, mozesz pracowac z R»
bez uwzgledniania baz, ale aby dogtebnie zrozumie¢ podstawowe koncepcje matema-
tyczne w uczeniu maszynowym, potrzebna bedzie abstrakcja w postaci baz.

Wybiegne na chwile w przysztos$¢ i przedstawie przyktad. Jesli masz doswiadczenie
z sieciami neuronowymi, wiesz, Ze macierze odgrywaja w nich bardzo istotna role. Bez
kontekstu macierze sa tylko tabelami liczb z pozornie arbitralnymi regutami wykony-
wania obliczen. Czy kiedykolwiek zdarzyto Ci sie zastanawia¢, dlaczego mnozenie ma-
cierzy jest zdefiniowane w taki, a nie inny sposéb?

Chociaz jeszcze doktadnie nie zdefiniowatem macierzy, prawdopodobnie juz je znasz.
Omawiam je szczegétowo w rozdziatach 3.1 4., a na razie wspomne tylko, ze dla dwéch

macierzy:
ajq1 Qi . Qin [b1.1 by, .. b1,n]
Ao af‘l af‘z az:'n B = |b2"1 bz.‘2 - b%,n]
An1 Qp2 - QApp bml bmz i bmn

ich iloczyn AB jest zdefiniowany w nastepujacy sposob:

- N n n
Z al,kbk,l Z al,kbk,z Z al,kbk,n
k=1 k=1 k=1
n n n
a, b a, b a, b
AB = Z 2,kDk,1 Z 2,k0k,2 Z 2kPkn |
k=1 k=1 k=1
n ’ n ’ n
Z An b1 Z Anibz - Z Anikcbin
k=1 k=1 k=1 E

Tak wiec element (i, j) macierzy AB jest zdefiniowany jako
n

Z ai‘kbk_]-.

k=1
Ta definicja moze wydawac sie arbitralna. Dlaczego nie pomnozy¢ odpowiadajgcych
sobie elementow: (ai,fbi‘I):lj:l? Przedstawiona definicja staje sie jednak w petni zro-
zumiata, gdy potraktujesz macierz jako narzedzie do opisywania przeksztatcen linio-
wych miedzy przestrzeniami wektorowymi, gdzie elementy macierzy opisuja obrazy

wektorow bazowych. W tym kontek$cie mnozenie macierzy jest sktadaniem prze-
ksztalcen liniowych.

Zamiast tylko poda¢ definicje i pokaza¢, jak jej uzywac, chce pomoéc Ci zrozumied, dlaczego
wyglada ona w taki, a nie inny sposéb. W kolejnych rozdziatach wyjasniam wszystkie
szczego6ty mnozenia macierzy.
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1.2.6. Istnienie baz

W tym momencie mozesz zadac sobie pytanie: czy dla kazdej przestrzeni wektorowej
istnieje baza? Bez takiej gwarancji cata wcze$niejsza teoria bytaby bezuzyteczna, po-
niewaz moze nie wystepowac baza, z ktérg mozna pracowac.

Na szcze$cie baza zawsze istnieje. Poniewaz dowéd na to jest niezwykle skompliko-
wany, nie bede go tu przedstawiag, ale to twierdzenie jest tak wazne, ze warto je przy-
najmniej sformutowac. Jesli interesuje Cie dowod, przedstawiam tu jego zarys. Mozesz
go pomina¢, gdyz w tej ksigzce nie jest on niezbedny.

Twierdzenie 1.2.5. Kazda przestrzert wektorowa ma baze.

Dowdd (zarys). W dowodzie tego twierdzenia wykorzystywana jest zaawansowana tech-
nika zwana indukcjg pozaskoriczona, ktéra znacznie wykracza poza zakres rozwazan
z tej ksigzki (szczegdty mozna znalez¢ w pracy Naive Set Theory Paula Halmosa). Dlatego
zamiast przedstawiac precyzyjny dowaod, skupie sie na intuicyjnym wyjasnieniu, jak skon-
struowac baze dla dowolnej przestrzeni wektorowe;j.

Pokaze, jak krok po kroku ustali¢ baze dla przestrzeni wektorowej V. Nalezy wybra¢ do-
wolny niezerowy wektor vi. Jesli span(S1) # V, to zbiér S1 = {vi} nie jest jeszcze bazj.
Mozna wiec znalez¢ wektor v2 € V' \ span(S1) taki, ze Sz := S1 U {v2} nadal jest liniowo
niezalezny.

Czy S2 jest baza? Jesli nie, nalezy kontynuowac proces. Gdyby zakonczyt sie on po skon-
czonej liczbie krokéw, uzyskana zostataby baza. Jednak nie ma gwarancgji, ze tak sie stanie.
Pomysl o R[x], przestrzeni wektorowej wielomianéw, ktéra nie jest skonczenie wymia-
rowa, co wyjasnitem w punkcie 1.2.4.

Na tym etapie trzeba zastosowac¢ zaawansowane narzedzia z teorii mnogosci (ktérych
nie omawiam).

Jesli opisany proces sie nie zatrzyma, nalezy znalez¢ zbior Sy , ktory zawiera wszystkie S
jako podzbiory (znalezienie zbioru Sy, jest najtrudniejszg czescig dowodu). Czy Sy, jest
baza? Jesli nie, proces jest kontynuowany.

Trudno to wykaza¢, ale proces w koncu sie zakonczy i nie bedzie mozna dodad wiecej
wektoréw do ich liniowo niezaleznego zbioru bez naruszenia wtasnosci niezaleznosci.
Gdy to nastgpi, oznacza to znalezienie maksymalnego liniowo niezaleznego zbioru,
a wiec bazy.

Dla skorniczenie wymiarowych przestrzeni wektorowych powyzszy proces jest fatwy
do opisania. Co wiecej, jednym z filaréw algebry liniowej jest tak zwany proces Grama-
Schmidta, uzywany do bezposredniego konstruowania specjalnych baz dla przestrzeni
wektorowych. Poniewaz wiele istotnych wynikéw opiera sie na tym procesie, szczegd-
towo przeanalizuje go w dalszych rozdziatach.

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/matuma
https://helion.pl/rt/matuma

Rozdziat 1 m Wektory i przestrzenie wektorowe 49

1.2.7. Podprzestrzenie

Zanim przejde do praktycznego zastosowania wektorow w Pythonie, warto uwzglednic
jeszcze jeden temat, ktory przyda sie przy omawianiu przeksztatcen liniowych (takie
przeksztalcenia sg niezbedne w uczeniu maszynowym; wszystko, co opisuje, stuzy lep-
szemu ich zrozumieniu). Dla danej przestrzeni wektorowej V czesto istotny jest jeden
Z jej podzbioréw, ktéry sam w sobie jest przestrzeniag wektorowga. Takie podzbiory to
podprzestrzenie.

Definicja 1.2.3. Podprzestrzenie

Niech V bedzie przestrzenig wektorowa. Zbiér U < V jest podprzestrzenig V, jesli jest za-
mkniety ze wzgledu na dodawanie i mnozenie przez skalar.

U jest podprzestrzenig wtasciwg, jesli jest podprzestrzenig i Uc V.

Podprzestrzenie z definicji sa przestrzeniami wektorowymi, wiec mozna okresli¢ ich
wymiar. Dla kazdej przestrzeni wektorowej istniejg co najmniej dwie podprzestrzenie:
ona sama i {0}. Nazywamy je podprzestrzeniami trywialnymi. Ponadto powtoka liniowa
zbioru wektoréw zawsze tworzy podprzestrzen. Przyktad tego zostat zilustrowany na
rysunku 1.5.

Jednym z najwazniejszych aspektéw podprzestrzeni jest to, ze mozna ich uzy¢ do two-
rzenia kolejnych podprzestrzeni. Precyzyjnie opisuje to definicja.

Definicja 1.2.4. Suma prosta podprzestrzeni

Niech V bedzie przestrzenig wektorowa, a U1 i Uz jej podprzestrzeniami. Suma prosta Ui
i U2 nazywamy zbior

Ui+ Uz={u1+uz:u1 € U, uz € Uz}.

Mozna tatwo stwierdzi¢, ze U1 + Uz rzeczywiscie jest podprzestrzenia, a Ui + Uz =
span(U1 U Uz). Podprzestrzenie i ich suma prosta odgrywaja istotng role w wielu za-
gadnieniach, na przyktad w rozktadach macierzy. Dalej wyjasniam, ze rozktad macierzy
czesto mozna sprowadzi¢ do rozktadu przestrzeni liniowej na sume przestrzeni wek-
torowych.

Czesto przydatna okazuje sie umiejetno$¢ wyboru bazy, ktérej podzbiory generuja
okreslone podprzestrzenie. Formalnie ujmuje to kolejne twierdzenie.

Twierdzenie 1.2.6. Niech V bedzie przestrzenig wektorowg, a Ui i Uz jej podprzestrze-
niami spetniajgcymi warunek Ui + U2 = V. Ponadto niech {px, .., p} € U1 bedzie bazg U,
a {qu, .., qi} € Uz bazg U2. Wéwrczas suma

{p1, .... b} U {q1, ..., qi}

stanowi baze w przestrzeni V.

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/matuma
https://helion.pl/rt/matuma

50 Matematyka w uczeniu maszynowym

Dowdd. Dowéd wynika bezposrednio z definicji sumy prostej. Jesli V = Uy + Us, to dowolny
wektor x € V mozna zapisa¢ w postaci x = a + b, gdziea € U1 i b € U>.

Poniewaz pa, ..., px tworzg baze w U, a qa, ..., qitworza baze w Uz, wektory a i b mozna

zapisac jako
K 1
a= Z a;p;, b = Z b;q;.
i=1 i=1
Zatem dowolny wektor x przyjmuje postac
K !
x= Z a;p; +Z biq;,
i=1 i=1

co stanowi definicje bazy.

To jednak dopiero poczatek. Bazy s3 niezwykle wazne, ale stanowig jedynie szkielet
dla przestrzeni wektorowych spotykanych w praktyce. Aby wtasciwie reprezentowac
i przetwarzac dane, trzeba zbudowac wokét tego szkieletu strukture geometryczng. Jak
mozemy zmierzy¢ ,odlegto$¢” miedzy dwoma pomiarami? A co z ich podobienistwem?

Poza tym pojawia sie jeszcze wazniejsze pytanie: jak reprezentowac wektory w kom-
puterze? W nastepnym podrozdziale omawiam struktury danych z Pythona, aby za-
pewni¢ podstawy dla operacji i transformacji danych, ktére beda wykonywane péZnie;j.

1.3. Wektory w praktyce

Do tej pory pisatem gtéwnie o teorii wektoréw i przestrzeni wektorowych. Jednak
ostatecznym celem jest zbudowanie modeli obliczeniowych do wykrywania i analizo-
wania wzorcow w danych. Aby przetozy¢ teorie na praktyke, nalezy wyjasnic, jak wek-
tory sa reprezentowane w obliczeniach.

W informatyce istnieje wyrazna r6éznica miedzy tym, jak myslimy o strukturach mate-
matycznych, a tym, jak sg one reprezentowane w komputerze. Do tej pory celem byto
opracowanie ram matematycznych, ktére pozwalajg rozumowac o strukturze danych
iich przeksztatceniach. Odpowiedni jezyk powinien byc¢:

B ekspresyjny,

B latwy w uzyciu,

B mozliwie zwiezly.
Jednak cele wygladaja inaczej, gdy zamiast czystego rozumowania logicznego potrzebne
sg obliczenia. Wtedy odpowiednia implementacja powinna by¢:

B latwa w obstudze,

B wydajna pamieciowo,

B szybka w dostepie, operacjach i przeksztatcaniu.

Te wymogi sa czesto sprzeczne ze sobg, a w konkretnych sytuacjach mozesz prefero-
wac jedng z tych cech kosztem pozostatych. Na przyktad jesli masz duzo pamieci, ale
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chcesz wykona¢ wiele obliczen, mozesz poswieci¢ wydajno$¢ pamieciowa na rzecz
szybkosci. Ze wzgledu na réznorodnos¢ potencjalnych zastosowan istnieje wiele for-
matéw reprezentacji tych samych poje¢ matematycznych. Te formaty sa nazywane
strukturami danych.

W poszczegodlnych jezykach programowania wektory sg zaimplementowane w odmienny
sposdb. Poniewaz Python jest wszechobecny w danologii i uczeniu maszynowym, to
wlasnie z niego korzystam w tej ksigzce. W tym rozdziale omawiam wszystkie struk-
tury danych dostepne w Pythonie, aby ustali¢, ktéra z nich najlepiej nadaje sie do re-
prezentowania wektoréw w obliczeniach wymagajacych wysokiej wydajnosci.

1.3.1. Krotki

W standardowym Pythonie istnieja (co najmniej) dwie wbudowane struktury danych,
ktére mozna wykorzysta¢ do reprezentowania wektordw: krotki i listy. Zaczne od krotek.
Mozna je tatwo zdefiniowa¢ przez podanie ich rozdzielonych przecinkami elementéow
miedzy dwoma nawiasami okragtymi:

v_tuple = (1, 3.5, -2.71, "napis", 42)

v_tuple

(1, 3.5, -2.71, "napis", 42)

type(v_tuple)

tuple

Pojedyncza krotka moze przechowywa¢ elementy réznych typéw. Mimo ze w oblicze-

niowej algebrze liniowej bedziesz pracowaé wyltacznie z liczbami zmiennoprzecinko-
wymi, ta wtasciwo$¢ jest niezwykle przydatna w programowaniu og6lnym.

Dostep do elementéw krotki uzyskuje sie za pomocg indeks6w. W Pythonie, podobnie
jak w wielu innych jezykach programowania, indeksowanie zaczyna sie od zera. Inaczej
jest w matematyce, gdzie indeksowanie czesto zaczyna sie od jedynki. W zwigzku z tym
w wiekszosci jezykow przeznaczonych do obliczen naukowych, takich jak Fortran,
Matlab czy Julia, indeksowanie zaczyna sie od jedynki.

(Nie moéw tego nikomu, ale indeksowanie od zera doprowadzato mnie kiedy$ do szatu.
Z wyksztatcenia jestem matematykiem):
v_tuple[0]
1
Rozmiar krotki mozna sprawdzi¢ za pomoca wbudowanej funkc;ji 1en:
Ten(v_tuple)
5
Inng obok indeksowania metoda dostepu do elementéw jest pobieranie wycinka:
v_tuple[1:4]
(3.5, -2.71, "napis")

Pobieranie wycinka wymaga okreslenia pierwszego i ostatniego elementu z opcjonal-
nym rozmiarem kroku. Stuzy do tego sktadnia obiekt [pierwszy:ostatni:krok].
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Krotki sa mato elastyczne, poniewaz nie mozna modyfikowa¢ ich elementéw. Préba

wykonania takiej operacji skutkuje btedem TypeError. W Pythonie jest to standardowy

sposéb na informowanie, Ze obiekt nie obstuguje metody, ktérg probujesz wywotac.

W tym przyktadzie chodzi o brak mozliwosci przypisania wartosci do elementu krotki:
v tuple[0] = 2

TypeError Traceback (most recent call last)
Cell In[22], Tline 1
----> 1 v_tuple[0] = 2

TypeError: 'tuple' object does not support item assignment

Ponadto niemozliwe jest rowniez rozszerzanie krotki o dodatkowe elementy. Ponie-
waz nie mozna w zaden spos6b zmieni¢ stanu obiektu tuple po jego utworzeniu, jest
on niemodyfikowalny. W zalezno$ci od sytuacji niemodyfikowalno$¢ moze by¢ albo wada,
albo zaleta. Obiekty niemodyfikowalne chronig przed przypadkowymi zmianami war-
tosci, ale kazda operacja wymaga utworzenia nowego obiektu, co wiaze sie z dodatko-
wym obciazeniem obliczeniowym. Dlatego krotki nie sg optymalne do reprezentowa-
nia duzych ilo$ci danych w zloZonych obliczeniach.

Ten problem rozwiazuja listy. Omoéwie teraz te strukture i nowe wyzwania, ktére ze
soba niesie.

1.3.2. Listy

Listy sag podstawowym narzedziem w Pythonie. W odréznieniu od krotek sg niezwykle
elastyczne i tatwe w uzyciu, cho¢ wiaze sie to z nizszg wydajnoscia. Obiekt 1ist jest
tworzony podobnie jak obiekt tuple, a mianowicie nalezy poda¢ oddzielone przecin-
kami elementy, ale ujete w nawiasy kwadratowe:

v_list = [1, 3.5, -2.71, "gwerty"]

type(v_1ist)

list

Dostep do elementéw listy réwniez uzyskuje sie podobnie jak w krotkach, czyli za po-
moca indeksowania lub pobierania wycinka. Na listach mozna wykonywac réznego ro-
dzaju operacje: zastepowac elementy, dodawa¢ nowe lub usuwac istniejgce.

v_1ist[0] = "to jest napis"

v Tlist

["to jest napis', 3.5, -2.71, 'qwerty']

Ten przyklad pokazuje, Ze takze listy moga zawiera¢ elementy réznych typéw. Do do-
dawania i usuwania elementow stuza metody takie jak append, push, pop i remove.

Zanim je wyproébujesz, zwrd6¢ uwage na adres przyktadowej listy w pamieci. MozZesz go
uzyska¢ za pomoca funkgji id:

v_Tist_addr = id(v_list)
v_Tlist addr
126433407319488
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Ta liczba reprezentuje adres w pamieci mojego komputera okreslajgcy, gdzie znajduje
sie obiektv_1ist. Dostownie tak jest, poniewaz ta ksigzka powstaje na moim osobistym
komputerze.
Teraz wykonam kilka prostych operacji na liscie i pokaze, Ze jej adres w pamieci nie
ulega zmianie. Oznacza to, Ze nie jest tworzony Zaden nowy obiekt.

v_list.append([42]) # Dodawanie listy [42] na koniec pierwotnej listy

v_list
['to jest napis', 3.5, -2.71, 'qwerty', [42]]
(v_list) == v_list addr # Dodawanie elementéw nie powoduje tworzenia nowych obiektéw
True
v_list.pop(1) # Usuwanie elementu o indeksie "1"
v_list
['to jest napis', -2.71, 'qwerty', [42]]
id(v_list) == v_list_addr # Usuwanie elementéw takze nie powoduje tworzenia nowych
# obiektow
True

Niestety dodawanie list do siebie daje wynik zupelnie inny od oczekiwanego:

[1, 2, 3] + [4, 5, 6]
[1, 2, 3, 4, 5, 6]

Zamiast dodawa¢ do siebie odpowiadajace sobie elementy, co bytoby pozadane dla
wektorow, listy sg ztaczane (operacja konkatenacji). Ta cecha jest przydatna przy two-
rzeniu aplikacji ogélnego przeznaczenia, ale nie sprawdza sie dobrze w obliczeniach
naukowych. Operacja mnozenia przez skalar réwniez daje nieoczekiwane rezultaty:
3*[1, 2, 3]
[1, 2,3,1,2,3,1, 2, 3]

Mnozenie listy przez liczbe catkowita powoduje powtérzenie zawartosci struktury
okreslong liczbe razy. Jesli wzig¢ pod uwage dziatanie operatora + dla list, wydaje sie to
logiczne, poniewaz mnozenie przez liczbe catkowitg to w istocie wielokrotne dodawanie:

a-b=b+-+b

arazy

Listy oferuja znacznie wiecej mozliwosci niz potrzeba do reprezentacji wektoréw.
Chociaz potrzebna jest mozliwo$¢ zmiany elementéw wektorow, nie jest konieczne do-
dawanie ani usuwanie element6éw, ani przechowywanie w nich obiektéw innych niz
liczby zmiennoprzecinkowe. Czy mozna zrezygnowac z tych dodatkowych funkcji
i uzyska¢ implementacje, ktéra bedzie odpowiednia do reprezentowania wektoréw,
a jednocze$nie zapewni wysoka wydajnos¢ obliczeniowa? Tak. Umozliwiajg to tablice
NumPy.

1.3.3. Tablice NumPy

Cho¢ wbudowane struktury danych Pythona sg niezwykle przydatne, zostaty zoptyma-
lizowane pod katem tatwosci uzycia, a nie obliczenn naukowych. Problem ten dostrze-
Z0No juZ na wczesnym etapie rozwoju jezyka i rozwigzano przez udostepnienie biblio-
teki NumPy.
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Jedna z gtéwnych zalet Pythona jest szybkos¢ i prostota pisania kodu nawet dla ztozo-
nych zadan. Odbywa sie to jednak kosztem wydajnosci, a w uczeniu maszynowym
szybkos¢ jest niezwykle istotna. Podczas uczenia sieci neuronowej niewielki zestaw
operacji jest powtarzany miliony razy. Nawet drobna poprawa wydajno$ci moze za-
oszczedzi¢ godziny, dni, a wrecz tygodnie, gdy model jest wyjatkowo duzy.

Jezyk C znajduje sie na przeciwnym kornicu spektrum. Kod w C jest trudny w uzyciu, ale
jesli jest poprawnie opracowany, dziata btyskawicznie. Poniewaz Python jest napisany
w C, sprawdzong metoda osiggania wysokiej wydajnosci jest wywotywanie funkcji
z jezyka C z poziomu Pythona. Wtasnie to zapewnia biblioteka NumPy: udostepnia
w Pythonie tablice i operacje napisane w C.

Aby lepiej zrozumie¢ problemy zwigzane z wbudowanymi strukturami danych Pythona,
przyjrzyj sie blizej liczbom i tablicom. W pamieci komputera obiekty sg reprezento-
wane jako ciagi zer i jedynek o statej dtugosci. Kazdy element takiego ciggu nazywany
jest bitem. Bity sa zwykle grupowane w 8-, 16-, 32-, 64- lub nawet 128-bitowe frag-
menty. W zaleznoSci od tego, co jest reprezentowane, identyczne sekwencje moga
oznaczac rozne rzeczy. Na przyktad 8-bitowa sekwencja 00100110 moze reprezento-
wac liczbe catkowita 38 lub znak ASCII ,,&” (rysunek 1.6).

o|0(1|0|0|1|1]|0

I

Jeden bit
W pamieci

Rysunek 1.6. OSmiobitowy obiekt w pamieci

Dzieki podaniu typu danych mozna dekodowac¢ obiekty binarne. 32-bitowe liczby cal-
kowite sa typu int32, 64-bitowe liczby zmiennoprzecinkowe maja typ float64 i tak dalej.

Poniewaz pojedynczy bit zawiera bardzo mato informacji, pamie¢ jest adresowana
przez podziat jej na kolejno numerowane fragmenty o rozmiarze 32 lub 64 bitow. Adres
jestliczba szesnastkowq zaczynajaca sie od 0. Dla uproszczenia przyjmuje tu, ze pamiec
jest adresowana co 64 bity. Jest to typowe rozwigzanie w nowoczesnych komputerach.

Naturalnym sposobem przechowywania sekwencji powigzanych obiektéw (o tym sa-
mym typie danych) jest umieszczenie ich obok siebie w pamieci. Taka struktura danych
nazywana jest tablicq (rysunek 1.7).

Tablica obiektow typu int64
A

N

Adres: ©x23A0 0x23A1 0x23D4

12024 | -759 ... | -97464

I

64-bitowy
segment pamieci

Rysunek 1.7. Tablica obiektow typu int64
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Dzieki zapisaniu adresu pierwszego obiektu w pamieci, na przyktad 0x23A0, moZna na-
tychmiast uzyskac dostep do elementu k-tego. W tym celu wystarczy wskazaé pamiec
o adresie 0x23A0 + k.

Taka struktura nazywana jest tablicg statyczna lub tablicg jezyka C, poniewaz tak wta-
$nie jest ona zaimplementowana w tym $wietnym jezyku. Chociaz ta implementacja
tablic dziata btyskawicznie, jest stosunkowo mato elastyczna. Po pierwsze, mozna
przechowywac w niej obiekty tylko jednego typu. Po drugie, trzeba z géry zna¢ rozmiar
tablicy, gdyz nie mozna uzywac adreséw pamieci wykraczajacych poza wstepnie przy-
dzielony obszar. Dlatego przed rozpoczeciem pracy z tablicg nalezy zarezerwowac dla
niej pamie¢ (czyli zaja¢ miejsce, aby inne programy nie nadpisaly umieszczonych tam
danych).

Natomiast w Pythonie mozna przechowywacé na jednej liScie dowolnie duze i rézne
obiekty. Mozliwe jest réwniez usuwanie z niej elementéw i dodawanie nowych.
1 = [2**142 + 1, "napis"]
1.append(Tambda x: x)
1
[5575186299632655785383929568162090376495105,
'napis',
<function _main__.<lambda>(x)>]
W tym przyktadzie 1[0] to liczba catkowita tak duza, Ze nie mie$ci sie w 128 bitach. Co
wiecej, na liScie znajduja sie obiekty réznego rodzaju, w tym funkcja. Jak to mozliwe?

Typ 1ist w Pythonie jest elastyczna struktura danych dzieki:
1. nadmiarowemu przydzielaniu pamieci,
2. przechowywaniu adreséw obiektéw w pamieci zamiast samych obiektow.

Takie rozwigzanie stosowane jest w najpopularniejszej implementacji CPython (rysunek 1.8):
https://docs.python.org/3/faq/design.html#how-are-lists-implemented-in-cpython.

Adresy obiektéw Nieuzywane miejsce do p6zniejszego
w pamieci wstawiania elementéw
A A

0x2129 | 0x02BD | Ox3F20 0x19DB

W

object object object object

0x02BD 0x19DB 0x2129 Ox3F20

Rysunek 1.8: Implementacja list w CPythonie

Jesli sprawdzisz adresy w pamieci kazdego obiektu z listy 1, zauwazysz, ze poszcze-
gblne obiekty sa zapisane w réznych miejscach:

[id(x) for x in 1]

[126433412959232, 126433407528240, 126433410174944]
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Dzieki nadmiarowej alokacji pamieci usuwanie lub wstawianie elementéw zawsze
mozna wykonac przez zwykle przesuniecie pozostatych elementéw. Poniewaz lista
przechowuje adresy elementéw w pamieci, w jednej strukturze mozna zapisa¢ obiekty
réznych typow.

Jednak ma to swoja cene. Jako Ze obiekty nie sg zapisane w pamieci jeden za drugim,
nastepuje utrata lokalnosci odwotan (https://en.wikipedia.org/wiki/Locality_of reference).
To oznacza, Ze czeste uzywanie odlegtych obszaréw pamieci spowalnia odczyt danych.
W rezultacie iteracyjne pobieranie elementéw listy w Pythonie nie jest efektywne.

Z kolei tablice NumPy przypominaja tradycyjne tablice znane z jezyka C, ale dostepne
w Pythonie z przyjaznym dla uzytkownika interfejsem podobnym do list Pythona. Jesli
kiedykolwiek pracowate$ z jezykiem C, wiesz, jakim btogostawienistwem jest to roz-
wigzanie. Zobacz teraz, jak pracowac z tablicami NumPy.

Na poczatek zaimportuj biblioteke numpy. Aby skrécié kod, zgodnie z konwencjg jest ona
importowana jako np:

import numpy as np

Gléwna strukturg danych jest np.ndarray (nazwa to skrét od ang. n-dimensional array,
czyli tablica n-wymiarowa). Mozesz uzywac funkcji np.array do tworzenia tablic NumPy
na podstawie standardowych konteneréw z Pythona lub inicjalizowac¢ tablice od podstaw.
(Tak, wiem, ze ta sktadnia moze by¢ mylaca, ale przyzwyczaisz sie do niej. Po prostu
zapamietaj, Ze np.ndarray to klasa, a np.array to funkcja stuzaca do tworzenia tablic
NumPy na podstawie obiektéw Pythona).

X = np.array([87.7, 4.5, -4.1, 42.1414, -3.14, 2.001]) # Tworzenie tablicy NumPy

# na podstawie listy Pythona

X

array([87.7 , 4.5 , -4.1 , 42.1414, -3.14 , 2.001 ])

np.ones(shape=7) # Inicjalizacja tablicy NumPy za pomocq jedynek

array([1., 1., 1., 1., 1., 1., 1.])

np.zeros(shape=5) # Inicjalizacja tablicy NumPy za pomocq samych zer

array([0., 0., 0., 0., 0.])

Mozna réwniez inicjalizowac¢ tablice NumPy przy uzyciu liczb losowych:

np.random.rand(10)
array([0.92428404, 0.37719596, 0.92071695, 0.56905245, 0.12024811,
0.02868856, 0.53215047, 0.51749348, 0.21022765, 0.96749756])

Co najwazniejsze, gdy masz juz tablice, mozesz zainicjalizowac inng o takich samych
wymiarach za pomoca funkcji np.zeros_1ike, np.ones_Tike oraz np.empty 1ike:

np.zeros_like(X)
array([0., 0., 0., 0., 0., 0.])

Tablice NumPy, podobnie jak listy Pythona, obstugujg przypisywanie wartosci do ele-
mentéw oraz pobieranie wycinkow:

X[0] = 1545.215

X

array([1545.215 , 4.5 , -4.1 , 42.1414, -3.14 , 2.001 ])

X[1:4]

array([ 4.5 , -4.1 , 42.1414])
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Jak mozna sie spodziewaé, w jednej tablicy ndarray mozesz przechowywac dane tylko
jednego typu. Préba przypisania fancucha znakéw jako pierwszego elementu spowo-
duje wyswietlenie komunikatu o btedzie:

X[0] = "str"

ValueError Traceback (most recent call Tlast)
Cell In[48], line 1
----> 1 X[0] = "str"

ValueError: could not convert string to float: 'str

Jak mozna sie domysli¢, kazda tablica ndarray ma atrybut okreslajgcy typ danych.
Wartos¢ tego atrybutu mozna sprawdzi¢ za pomocg wywotania ndarray.dtype. Jesli
mozliwe jest dokonanie konwersji miedzy przypisywang wartos$cig a typem danych ta-
blicy, zostanie ona wykonana automatycznie, a element zostanie poprawnie przypisany.
Dzieki temu operacje na tablicach staja sie bardziej elastyczne i wygodne w uzyciu.

X.dtype
dtype('float64')
val = 23
type(val)

int

X[0] = val

X

array([23. , 4.5 , -4.1 , 42.1414 , -3.14 , 2.001 ])

Tablice NumPy, podobnie jak inne typy konteneréw w Pythonie, umozliwiajg iterowanie:
for x in X:
print(x)
23.0
4.5
-4.1
42.1414
-3.14
2.001

Czy te tablice nadaja sie do reprezentowania wektoréw? Tak. Zaraz wyjasnie, dlaczego
tak jest.

1.3.4. Tablice NumPy jako wektory

Pora wréci¢ do wektoréow. Od tego miejsca do modelowania wektoréw bede uzywac
tablic ndarray z biblioteki NumPy.

v_1 = np.array([-4.0, 1.0, 2.3])

v_2 = np.array([-8.3, -9.6, -7.7])
Operacje dodawania i mnozenia przez skalar sg domyslnie obstugiwane i dziataja zgod-
nie z oczekiwaniami:

v_1+ v 2 # Dodawanie wektoréw v_1iv._2
array([-12.3, -8.6, -5.4])
10.0*v_1 # MnoZenie wektora v_1 przez skalar
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array([-40., 10., 23.])

v_1 * v 2 # Illoczyn po wspétrzednych wektoréw v_11iv_2
array([ 33.2 , -9.6 , -17.71])

np.zeros(shape=3) + 1

array([1., 1., 1.])

Dzieki stosowanemu w Pythonie dynamicznemu okreslaniu typéw czesto mozna uzy-
wac tablic NumPy w funkcjach przeznaczonych dla wartosci skalarnych:
def f(x):
return 3*x**2 - x**4
f(v_1)
array([-208. , 2. , -12.1141])

Na razie tablice NumPy spelniaja prawie wszystkie wymagania zwigzane z reprezento-
waniem wektorow. Pozostaje jeszcze tylko jedna kwestia do sprawdzenia: wydajno$¢.
Aby ja zbada¢, zmierze czas wykonywania kodu za pomocg wbudowanego w Pythona
narzedzia timeit.

Funkcja timeit (https://docs.python.org/3/library/timeit.html) jako pierwszy argument
przyjmuje funkcje, ktéra ma zosta¢ wykonana z pomiarem czasu. Obok przekazywania
obiektu funkcji mozna roéwniez poda¢ instrukcje do wykonania w postaci ciggu znakéw.
Poniewaz wywotania funkcji w Pythonie wigzg sie ze znaczacym narzutem obliczenio-
wym, tu przekazuje kod zamiast obiektu funkcji, aby uzyska¢ doktadniejsze pomiary
czasu.

Ponizej poréwnuje dodawanie dwoéch tablic NumPy z dodawaniem list Pythona.
Wszystkie te struktury zawieraja po tysiac zer.

from timeit import timeit

n_runs = 100000
size = 1000

t _add builtin = timeit(
"[x +y for x, y in zip(v_1, v_2)]",
setup=f"size={size}; v_1 = [0 for _ in range(size)]; v .2 = [0 for _ in
>range(size)]",
number=n_runs

)

t_add_numpy = timeit(
v 1+ v2",
setup=f"import numpy as np; size={size}; v_1 = np.zeros(shape=size);
v_2 = np.zeros(shape=size)",
number=n_runs

)

print(f"Dodawanie wbudowane: \t{t_add builtin} s"

print (f"Dodawanie NumPy: \t{t_add numpy} s")

print (f"Poprawa wydajnosci: \t{t add builtin/t_add numpy:.3f} raza szybciej")
Dodawanie wbudowane: 3.3522969299992837 s

Dodawanie NumPy: 0.09616518099937821 s

Poprawa wydajnoSci: 34.860 raza szybciej
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Tablice NumPy sa znacznie szybsze. Wynika to z nastepujacych powoddw:
B s3 utozone w pamieci w sposéb ciagty;
B s3jednorodne pod wzgledem typu danych;
B maja operacje zaimplementowane w jezyku C.

To tylko poczatek. Pokazatem zaledwie niewielka cze$¢ mozliwosci biblioteki NumPy,
ale oferuje ona znacznie wiecej niz tylko szybkie struktury danych. W miare postepu
lektury bede stopniowo omawiac jg coraz bardziej szczeg6towo, aby przedstawic sze-
roki zestaw funkgji, jakie zapewnia ta biblioteka.

1.3.5. Czy NumPy naprawde jest szyhsza
niz Python?

NumPy jest zaprojektowana w taki sposob, aby dziataé szybciej niz standardowy Python.
Ale czy rzeczywiscie tak jest? Nie zawsze. Je$li uzyjesz jej niewtasciwie, moze nawet
spowodowac¢ spadek wydajnosci. Aby zrozumie¢, kiedy uzycie NumPy jest korzystne,
wyttumacze teraz doktadniej, dlaczego w praktyce jest ona szybsza.

Aby uprosci¢ analizy, w przyktadowym problemie skupie sie na generowaniu liczb lo-
sowych. Zat6zmy, ze potrzebna jest tylko jedna liczba losowa. Czy nalezy wtedy uzy¢
NumPy? SprawdZmy to. Poré6wnam ja z wbudowanym generatorem liczb losowych.
Oba rozwigzania uruchomie dziesie¢ milionéw razy i zmierze czas wykonania:

from numpy.random import random as random np
from random import random as random py

n_runs = 10000000
t_builtin = timeit(random_py, number=n_runs)
t_numpy = timeit(random_np, number=n_runs)

print(f"Wbudowana funkcja random:\t{t builtin} s")
print(f"Funkcja random z NumPy: \t{t numpy} s"

Wbudowana funkcja random: 0.47474874800172984 s
Funkcja random z NumPy: 5.1664929229991685 s

Generowanie pojedynczej liczby losowej za pomocg NumPy jest znacznie wolniejsze.
Dlaczego tak sie dzieje? A co sie stanie, jesli potrzebna jest tablica zamiast pojedynczej
liczby? Czy wtedy tez NumPy bedzie wolniejsza?

Tym razem kod bedzie generowat liste i tablice sktadajaca sie z tysigca elementéw:

size = 1000
n_runs = 10000

t_builtin_list = timeit(
"[random_py() for _ in range(size)]",
setup=f"from random import random as random py; size={size}",
number=n_runs
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t_numpy array = timeit(
"random_np(size)",
setup=f"from numpy.random import random as random np; size={size}",
number=n_runs

)

print(f"Wbudowana funkcja random dla Tist: \t{t_builtin_list}s"
print(f"Funkcja random z NumPy dla tablic: \t{t numpy array}s"
Wbudowana funkcja random dla list: 0.5773125300001993s
Funkcja random z NumPy dla tablic: 0.08449692800058983s

(Takze w tym przyktadzie nie umieszczam mierzonych wyrazen w lambdach, ponie-
waz w Pythonie wywotania funkcji powodujg koszty. Chce uzyska¢ mozliwie precy-
zyjne pomiary, dlatego wyrazenia przekazuje do funkcji timeit jako taficuchy znakow).

Sytuacja wyglada teraz zupetnie inaczej. Jesli chodzi o generowanie tablicy losowych
liczb, NumPy zdecydowanie wygrywa.

Wyniki wskazuja na kilka ciekawych kwestii. Najpierw wygenerowatem pojedyncza
losowa liczbe 10 000 000 razy. Nastepnie 10 000 razy wygenerowatem tablice 1000
losowych liczb. W obu przyktadach ostatecznie powstaje 10 000 000 losowych liczb.
Gdy uzywana jest wbudowana metoda, zapisanie tych liczb na li$cie zajeto okoto 2 razy
wiecej czasu niz samo ich wygenerowanie. Natomiast gdy uzytem NumPy, uzyskatem
mniej wiecej 30-krotne przyspieszenie w poréwnaniu do pracy z pojedynczymi liczbami.
Na Twoim komputerze te warto$ci moga oczywiscie wygladac inacze;j.

Aby zobaczy¢, co dzieje sie za kulisami, przeprowadze profilowanie kodu za pomoca
narzedzia cProfiler (https://docs.python.org/3/library/profile.html). Dzieki temu doktad-
nie okresle, ile razy dana funkcja zostata wywotana i ile czasu zajeto jej wykonywanie.

Zaczne od funkcji wbudowanej. W tym przyktadzie kod, podobnie jak wczesniej, tworzy
10 000 000 losowych liczb:

def builtin_random_single(n_runs):
for _ in range(n_runs):
random py ()

W notatnikach Jupytera, gdzie powstaje ta ksigzka, narzedzie cProfiler mozna wywotac
za pomocg specjalnego polecenia %prun:
n_runs = 10000000

%prun builtin_random single(n_runs)
10000558 function calls (10000539 primitive calls) in 2.082 seconds
Ordered by: internal time
ncalls tottime percall cumtime percall filename:1lineno(function)
1 0.937 0.937 1.671 1.671 2471337341.py:1(builtin_random single)
10000000 0.911 0.000 0.911 0.000 {method 'random' of ' random.Random'

>objects}
4/0 0.213 0.053 0.000 {method 'pol1' of 'select.epoll’
>objects}

10 0.009 0.001 0.016 0.002 socket.py:626(send)
2 0.009 0.004 0.015 0.008 {method ' exit ' of 'sqlite3.
>Connection' objects}
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W tym kontekscie istotne sg dwie kolumny. Kolumna ncalls informuje, ile razy dana
funkcja zostata wywotana, natomiast tottime okresla catkowity czas spedzony w funkcji
(z wylaczeniem czasu wykonywania podfunkcji).

Wbudowana funkcja random. random() zostata wywotana 10 000 000 razy, co jest zgodne
z oczekiwaniami. Zwr6¢ uwage na catkowity czas spedzony w tej funkcji (nie podaje
doktadnej wartos$ci, poniewaz zalezy ona od maszyny, na ktérej uruchamiany jest kod).

A co z wersja wykorzystujgcg NumPy? Wyniki sg zaskakujace:

def numpy random_single(n_runs):
for _ in range(n_runs):
random_np()

%prun numpy_random_single(n_runs)
448 function calls (444 primitive calls) in 7.203 seconds

Ordered by: internal time

ncalls tottime percall cumtime percall filename:1lineno(function)
1 7.029 7.029 7.029 7.029 2015715881.py:1(numpy random single)
2 0.136 0.068 0.136 0.068 {method 'poll' of 'select.epoll' objects}
2 0.015 0.007 0.015 0.007 {method ' exit ' of 'sqlite3.Connection'
“>objects}
1 0.011 0.011 0.011 0.011 {method 'execute' of 'sqlite3.Connection'
>objects}
3 0.010 0.003 7.339 2.446 base_events.py:1910(_run_once)
7 0.000 0.000 0.000 .000 socket.py:626(send)
1 0.000 0.000 0.000 0.000 {method 'disable' of ' Isprof.Profiler!
>objects}
1 0.000 0.000 0.026 0.026 history.py:833( writeout input_cache)
1 0.000 0.000 0.000 0.000 inspect.py:3102(_ bind)

88/84 0.000 0.000 0.000 0.000 {built-in method builtins.isinstance}

o

Podobnie jak wczesniej funkcja numpy.random.random() zostata wywotana doktadnie
10 000 000 razy, co jest zgodne z oczekiwaniami. Jednak tym razem skrypt spedzit
znacznie wiecej czasu na wykonywaniu tej funkcji niz w przypadku wbudowanej funkcji
random Pythona. Oznacza to, ze koszt pojedynczego wywotania funkcji numpy.random.
“>random() jest wyzszy.

Gdy zaczynasz pracowac z duzymi tablicami i listami, sytuacja zmienia sie diametralnie.
W nastepnym przykladzie generuje listy i tablice zawierajace po 1000 losowych liczb
oraz mierze czas wykonywania tych operacji:

def numpy random_single(n_runs):
for _ in range(n_runs):
random np()
%prun numpy_random_single(n_runs)

448 function calls (444 primitive calls) in 7.203 seconds
Ordered by: internal time
ncalls tottime percall cumtime percall filename:1lineno(function)

1 7.029 7.029 7.029 7.029 2015715881.py:1(numpy_random single)
2 0.136 0.068 0.136 0.068 {method 'poll' of 'select.epoll' objects}
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2 0.015 0.007 0.015 0.007 {method ' exit ' of 'sqlite3.Connection'
>objects}
1 0.011 0.011 0.011 0.011 {method 'execute' of 'sqlite3.Connection'
>objects}
3 0.010 0.003 7.339 2.446 base_events.py:1910( run_once)
7 0.000 0.000 0.000 0.000 socket.py:626(send)
1 0.000 0.000 0.000 0.000 {method 'disable' of ' Isprof.Profiler'
>objects}
1 0.000 0.000 0.026 0.026 history.py:833( writeout input_cache)
1 0.000 0.000 0.000 0.000 inspect.py:3102( bind)
88/84 0.000 0.000 0.000 0.000 {built-in method builtins.isinstance}

Jak wida¢, okoto 60% czasu zajeto wykonywanie wyrazen listowych. Warto zauwazy¢,
Ze tottime nie uwzglednia wywotan podfunkgji, takich jak wywotania random. random()
w tym przykladzie.

Teraz moge wytlumaczy¢, dlaczego NumPy jest szybsza, gdy uzywa sie jej prawidtowo.
def numpy random_array(size, n_runs):
for _ in range(n_runs):
random np(size)
%prun numpy random array(size, n_runs)
149 function calls (148 primitive calls) in 0.132 seconds

Ordered by: internal time

ncalls tottime percall cumtime percall filename:1lineno(function)
1 0.122 0.122 0.122 0.122 1681905588.py:1(numpy random array)
2 0.009 0.004 0.009 0.004 {method ' exit ' of 'sqlite3.Connection'
objects}
2/1 0.000 0.000 0.122 0.122 {built-in method builtins.exec}

Kazde z 10 000 wywotan funkcji zwraca tablice numpy.ndarray zawierajaca 1000 loso-
wych liczb. NumPy jest szybka, gdy uzywa sie jej prawidtowo, poniewaz tablice NumPy
sa niezwykle wydajne. Przypominajg one tablice z jezyka C, a nie listy Pythona.

Miedzy listami Pythona a tablicami NumPy wystepuja wiec dwie istotne réznice:
B Listy Pythona sg dynamiczne, wiec umozliwiajg na przyktad dodawanie
i usuwanie elementéw. Tablice NumPy majg stata dtugo$¢, wiec nie mozna
dodawa¢ ani usuwac¢ elementéw bez tworzenia nowe;j tablicy.

B Listy Pythona moga przechowywac jednocze$nie elementy réznych typéw
danych, natomiast tablica NumPy moze zawiera¢ dane tylko jednego typu.

Tablice NumPy s3 mniej elastyczne, ale znacznie wydajniejsze. Gdy wieksza elastycz-
nos¢ nie jest potrzebna, uzycie biblioteki NumPy daje lepsze wyniki niz korzystanie ze
standardowego Pythona.

Aby doktadnie okresli¢, przy jakim rozmiarze danych NumPy zaczyna przewyzszac
Pythona w generowaniu losowych liczb (rysunek 1.9), mozna zmierzy¢ czasy wykona-
nia dla réznych rozmiaréw préobek i poréwnac oba podejscia:

sizes = list(range(1, 100))

runtime_builtin = [
timeit(
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"[random py() for _ in range(size)]",
setup=f"from random import random as random py; size={size}",
number=100000

)

for size in sizes

]

runtime_numpy = [
timeit(
"random np(size)",
setup=f"from numpy.random import random as random np; size={size}",
number=100000
)

for size in sizes
import matplotlib.pyplot as plt

with plt.style.context("seaborn-v0 8"):
plt.figure(figsize=(10, 5))
plt.plot(sizes, runtime builtin, label="Wbudowana")
plt.plot(sizes, runtime_numpy, Tabel="NumPy")
plt.xlabel("wielkoS¢ tablicy")
plt.ylabel("czas (w sekundach)")
plt.title("Czas generowania losowej tablicy")
plt.legend() plt.show()

Czas generowania losowej tablicy

14 = Wbudowana
—— NumPy

08

06

Czas (w sekundach)

0.4

0.2

0.0
0 20 40 60 80 100
Wielkosc¢ tablicy

Rysunek 1.9. Czas generowania losowej tablicy

Przy mniej wiecej 40 elementach NumPy zaczyna przewyzsza¢ wydajno$cia standar-
dowego Pythona. OczywisScie ta granica moze by¢ odmienna dla innych operacji, takich
jak obliczanie sinusa czy dodawanie liczb, ale zaleznos¢ pozostaje taka sama. Python
jest nieco szybszy dla matych zbioréw danych, lecz biblioteka NumPy okazuje sie zde-
cydowanie wydajniejsza, gdy rozmiar danych rosnie.
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1.4. Podsumowanie

W tym rozdziale wyjasnitem, czym sg wektory i dlaczego sg niezbedne w danologii
i uczeniu maszynowym. Wektory to nie tylko zbiér potgczonych ze sobg liczb, lecz struk-
tura matematyczna, ktéra pozwala efektywniej analizowac dane (zaré6wno w teorii, jak
i w praktyce). Wbrew powszechnemu przekonaniu wektory sa wektorami nie dlatego,
Ze majg kierunek i wartos¢, ale dlatego, ze mozna je dodawac.

Ujatem to formalnie w postaci koncepcji przestrzeni wektorowych, ktoére stanowia ma-
tematyczne ramy dla dalszych analiz. Przestrzenie wektorowe najlepiej opisywac za
pomoca baz, czyli minimalnych i liniowo niezaleznych zbioréw generujacych. Zrozu-
mienie przestrzeni wektorowych iich baz okaze sie bardzo pomocne, gdy bedziesz stu-
diowa¢ przeksztatcenia liniowe, ktére s3 najwazniejszym elementem modeli predyk-
cyjnych.

Wektory nie tylko pozwalajg zastosowac¢ abstrakcyjne podejscie, ale tez daja znaczace
korzysci praktyczne dzieki przeksztatceniu kodu na posta¢ wektorowa. Pomaga to
uproscic¢ ztozona logike do jednowierszowych operacji. Dotyczy to na przyktad skalo-
wania danych:

X_scaled = (X - X.mean(axis=0)) / X.std(axis=0)

W tym rozdziale oprdcz koncepcyjnego przejscia od skalaréw do wektoréw i macierzy
opisatem efektywne przetwarzanie danych dzieki NumPy (jest to skrét od ang. numerical
Python), ktéra jest najwazniejsza bibliotekg w zestawie narzedzi do uczenia maszyno-
wego. Jesli jaka$ biblioteka do obstugi tensoréw nie korzysta bezposrednio z NumPy,
to z pewnoscia autorzy przynajmniej sie nig inspirowali. Znasz juz podstawy korzysta-
nia z NumPy i wiesz, dlaczego i kiedy warto jej uzywac.

W nastepnym rozdziale kontynuuje omawianie przestrzeni wektorowych. Bazy sa

oczywiscie wazne, ale oprocz nich przestrzenie wektorowe majg piekna i bogatg struk-
ture geometryczng. Warto przyjrzec sie jej blizej.

1.5. Zadania

Zadanie 1. Nie wszystkie przestrzenie wektorowe sg nieskonczone. Istniejg takie, ktdore
zawieraja tylko skonczong liczbe wektoréw. Tego wtasnie dotyczy ten problem. Zdefi-
niujmy zbiér

Zz = {0, 1},
gdzie operacje + i - s zdefiniowane w nastepujacy sposoéb:
0+0=0
0+1=1
1+0=1
1+1=0
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oraz:

0:-0=0
0-1=0
1-0=0
1-1=1.
Jest to tzw. arytmetyka binarna (lub modulo 2).

a) Wykaz, ze (Zz, Z2, +, *) jest przestrzenig wektorowa.

b) Wykaz, ze (Z3, Z2, +, -) rowniez jest przestrzenig wektorows, gdzie Z% jest n-krot-
nym iloczynem kartezjanskim
L5 =Ty X -+ X Ly,
n razy
a dodawanie i mnozenie przez skalar sa zdefiniowane element po elemencie:
X+y=(X1+Y1, .. Xn+Yn), X, Yy ELY
cx = (cx1, ..., CXn), € € Zo2.

Zadanie 2. Czy ponizsze zbiory wektoréw sg liniowo niezalezne?

a) $1={(1,0,0),(1,1,0),(1,1, 1)} c R3

b) $2={(1,1,1),(1,2,4),(1,3,9)} S R3

¢ S3={(1,1,1),(1,1,-1),(1,-1,-1)} c R3

d) Ss={(m e), (-42,13/6), (73, -2)} € R2
Zadanie 3. Niech V" bedzie skoniczong n-wymiarowa przestrzenig wektorowg, a S = {v1,

..., Vm} liniowo niezaleznym zbiorem wektoréw, gdzie m < n. Udowodnij, Ze istnieje taka
baza B,ze S c B.

Zadanie 4. Niech V' bedzie przestrzenig wektorowa, a S = {vi, ..., va} jej bazg. Udowodnij,
ze kazdy wektor x € V mozna jednoznacznie zapisa¢ jako kombinacje liniowg wekto-
row z S (tzn.jeslix = Yy av; = Y=, Biv;, to ai = Bidla wszystkich i = 1, ..., n).

Zadanie 5. Niech V bedzie dowolng przestrzenig wektorowa, a Ui, U2 € V jej dwiema
podprzestrzeniami. Udowodnij, ze U1 + Uz = span(U1 U Uz).

Wskazéwka: aby udowodnic¢ rownos$¢ tych dwoch zbioréw, nalezy wykazac¢ dwie rzeczy:
1) jeslix € U1 + Uz, to x € span(U1 U Ua),
2) jeslix € span(U1U Uz2), to x € U1 + Ua.

Zadanie 6. Rozwaz przestrzen wektorowa wielomianow o wspotczynnikach rzeczywi-
stych zdefiniowang jako

n
R[x] = {p(x) = Z pixtip, ERN=01,..¢{

i=0
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a) Udowodnij, ze

n
xR[x]: = [p(x) = Z pixtp, ERN=12,..

i=1

jest podprzestrzenig wtasciwg R[x].
b) Wykaz, ze
[ R[x] = xR[x], p(x) = xp(x)

jest bijekcja i odwzorowaniem liniowym. Funkcja f: X — Y jest bijekcjg, jesli dla
kazdego y € Yistnieje dokladnie jeden x € X, dla ktérego f(x) =y. Jesli nie znasz
jeszcze tego pojecia, mozesz wroci¢ do zadania po przeczytaniu rozdziatu 9.

Liniowa i bijektywna funkcja f: U = V miedzy przestrzeniami wektorowymi nazywana
jest izomorfizmem. Gdy istnieje taka funkcja, mozna powiedzie¢, ze przestrzenie wek-
torowe UiV sg izomorficzne, co oznacza, iz maja identyczna strukture algebraiczna.

Po potaczeniu (a) i (b) otrzymasz, ze R[X] jest izomorficzne ze swoja podprzestrzenia
wilasciwg xR[X]. Jest to interesujace zjawisko: przestrzen wektorowa, ktéra jest alge-
braicznie identyczna ze swoja podprzestrzenig wlasciwa. Warto zauwazy¢, ze nie jest
to mozliwe dla przestrzeni skoriczenie wymiarowych, takich jak Rn.

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/matuma
https://helion.pl/rt/matuma

Zmien swoja strone WWW w dziatajacy bankomat!

Dowiedz sie wiece] i dotacz juz dzisiaj! % i
http://program-partnerski.helion.pl


https://program-partnerski.helion.pl

W kazdej wiedzy jest tyle prawdy,
ile jest w niej matematyki!

— Immanuel Kant

Uczenie maszynowe jest powszechnie stosowane w aplikacjach, jednak szczegéty zwiazane

z aspektami teoretycznymi bywaja zaniedbywane. Czesto wynika to z braku swobody w postu-
giwaniu sie matematyka. Tymczasem bez solidnych podstaw w tym zakresie nie mozna moéwié
o profesjonalnym podejsciu do uczenia maszynowego.

Dzieki tej ksiazce poznasz najwazniejsze dziedziny matematyki — algebre liniowa, rachunek réznicz-
kowy i catkowy, a takze teorie prawdopodobienstwa — niezbedne do opanowania zaawansowa-
nych koncepcji w uczeniu maszynowym. Poszczegélne zagadnienia przedstawiono z wyjatkowa
przejrzystoscia i w uporzadkowany sposob. W ksiazce powigzano teorie z praktyka: koncepcje
matematyczne zostaty bezposrednio zastosowane w przyktadach z zakresu uczenia maszynowego,
zaimplementowanych w Pythonie. Wiedza uzyskana w toku lektury bedzie przydatna na przyktad
w trenowaniu modeli uczenia maszynowego metoda spadku gradientu czy w pracy z wektorami,
macierzami i tablicami wielowymiarowymi.

W ksiazce znajdziesz najwazniejsze koncepcje i zasady z dziedziny:
» algebry liniowej, w tym macierze, wartosci wiasne i rozktady

» rachunku rozniczkowego i catkowego, w tym rozniczkowanie i catkowanie

» ziozonych technik analizy wielu zmiennych
>

teorii prawdopodobieristwa, w tym rozkiady, twierdzenie Bayesa i entropie

Dr Tivadar Danka jest z wyksztatcenia matematykiem, z zawodu inzynierem, z powotania nauczy-
cielem i niezaleznym myslicielem. Od Kilku lat zgtebia meandry uczenia maszynowego. Jego prace

wyréznia jasny, intuicyjny styl ttumaczenia skomplikowanych zagadnieri — dzieki czemu nawet trudne
pojecia staja sie logiczne i zrozumiate.
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