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WYKRES | ZASTOSOWANIA
FUNKC)I WYKtEADNICZE)
| LOGARYTMICZNE)

Wiele zjawisk w przyrodzie mozna opisac za pomoca modelu wy-
ktadniczego. Sa to miedzy innymi:

e promieniotworczosc naturalna,

« wzrost badz spadek liczebnosci populacji,

o stygniecie ciat.
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3.1. Funkcja wyktadnicza i jej wykres

@ Qﬁ W pierwszej klasie omawialismy potegi o wyktadniku wymiernym. Nie bedziemy doktad-
nie definiowaé potegi o wykltadniku niewymiernym. Oprzemy sie tylko na stwierdzeniu,
ze liczba a* dla kazdej liczby dodatniej a i kazdej liczby rzeczywistej x jest jednoznacznie
okreslona.

3 Przyktad 1.
Rozpatrzmy potege 372,

Opis Rozwigzanie

Ro.zp.atrzm}.r kolejne prz.ybhzerlna w, =1,4 w/ =1,4+0,1=1,5
dziesietne liczby V2 z niedomiarem
(W wys wys Wy, W,

i nadmiarem (w], w}, w;, wi, wi,...).

w, =1,41 w, =1,41+0,01=1,42

w, =1,414 w, =1,414+0,001=1,415

w, =1,4142 w, =1,4142+0,0001 = 1,4143
wy=1,41421  |w, =1,41421+0,00001 = 1,41422

Poniewaz liczby w,, w,, w,, w,, w,, ... Znane nam s3 liczby:
’ ’ ’ 12 ’ 31,4 31,41 31,414 31,4142 31,41421
oraz w,, wy, wi, W, Wi, ... s3 Wy- » 37, ) ,

.

. . . . ;. 1,5 1,42 1,415 1,4143 1,41422
mierne, to umiemy policzy¢ wartosci 37,375,370,37, 3
W, w. w: w, W

poteg 3™, 3™, 3%, 3™, 3%, ...

oraz 3™, 3", 3™, 3" 3" ..

3 een

Kolejne przyblizenia liczby 3*2 z niedo- | 3" < 3% < 3b414 < 3haie2  ghamiat
miarem sg coraz wieksze, a kolejne przy- | 315 5 3b42 5 g3h415 5 gldlsd o glalen
blizenia tej liczby z nadmiarem sg coraz
mniejsze.

b3 % 0,5406
L42 _ gldl 0,052

Roznice kolejnych przyblizen sg liczbami | 3
3
31,415 _ 31,414 ~ 0’0052
3
3

coraz blizszymi zera.

L4 _ 314142 L 0 0005
A2 glael 0,00005

Mozna wykazad, ze istnieje doktadnie Liczba ta jest oznaczona symbolem 372,
jedna liczba o zawarta miedzy liczbami
3"13", gdzie wiw' s3 dowolnymi licz-

bami wymiernymi takimi, ze w < V2<w'

Mozna wykaza¢, ze wlasnosci dzialan na potegach o wykladniku rzeczywistym sa takie
same jak w przypadku poteg o wykladniku wymiernym.

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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Pewna rozrastajaca sie populacja bakterii co dzien podwaja swa wielkos¢ i po pewnym czasie li-
czy 2 miliony bakterii.

Niech y, oznacza liczbe bakterii w chwili Wykres takiej funkcji wyglada nastepujaco:
poczatkowej. Mozemy zapisac, ze po “‘

pierwszym dniu liczba bakterii bedzie

wynosita 2y,, po dwadch dniach 2°y,,

po trzech dniach 2°y, itd.

Zatem liczbe bakterii po x dniach mozna

wyrazi¢ wzorem y(x) = y,-2". W szczeg6lnym

—

przypadku, gdy y, =1, tzn. gdy populacje

zapoczatkowata jedna bakteria, wzor ten ma (0)

postac y(x)=2".

Rozwazania z powyzszego przykladu mozna uogdlni¢ (patrz przyktad 2.).

¥ Przyktad 2.
Dana jest funkcja y(x)=2%, gdzie x jest liczbg rzeczywista. Wykonajmy czeéciowy tabele
warto$ci funkcji dla tych argumentéw, dla ktérych te wartosci fatwo obliczy¢, i naszkicujmy
jej wykres.

X =3 | -2 -1 0 1 2 3 4

1
8

N
N | =
=

Widzimy, ze funkcja y(x)=2" jest rosngca i dla x >0

wzrost wartosci funkcji jest bardzo szybki. Mowimy, ze
funkcja ta ma wzrost typu wykladniczego, a wykres tej
funkgji jest krzywa wykladnicza. Zauwazmy, ze jesli pod-
stawe 2 zastgpimy inng liczba wigksza od 1, to ogdlny
ksztalt wykresu funkeji nie zmieni sie. /1

Y

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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¥ Przyktad 3. Y
Dana jest funkcja y(x)= (EJ dla rzeczywistego argumentu x. Sporzadzmy tabele wybra-

nych wartosci funkgji i naszkicujmy jej wykres.

32110123 4 yA
SRR

8§ 421 2|2 =
214 816

Widzimy, ze funkcja y(x)= (%j jest male-

jaca. Mowimy, ze maleje ona w sposob wy- 1

ktadniczy. e

J_-
@)
=y

—& Dla0<a<1 funkcja wyktadnicza jest malejaca (wykres czerwony).

Dla a> 1 funkcja wykladnicza jest rosngca (wykres niebieski).
yA

[ Uwaga }———

Zastrzezenie a # 1
jest konieczne, po-
niewazdlaa=1
wzor y(X) =a”" de-
finiuje funkcje stata
y(x) =1, ktorej nie
zaliczamy do funkgji 1
wyktadniczych.

0 x

Wykresy funkcji y (x)=a*i y(x)= (1), gdzie a>01ia#1, sa do siebie symetryczne
wzgledem osi Oy. a

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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Rozwazmy kilka przyktadéw wykreséw funkeji wykladniczych.

yl

]

O

—& Zbiorem wartosci funkcji wyktadniczej jest przedziat (0, «0).
0§ Ox nazywamy asymptotg pozioma wykresu funkgji.

Funkcja wykladnicza przyjmuje kazda wartos¢ dodatnia doktadnie jeden raz.

Wykres funkeji przecina o§ Oy w punkcie o wspotrzednych (0, 1).

Korzystajac z wykresow funkcji wykltadniczej y =a”, mozemy rysowac inne wykresy
funkgji postaci y =a* + b, przesuwajac wykres funkcji wzdtuz osi Oy o b jednostek, czy tez
postaci y =a™"*, przesuwajac wykres funkeji réwnolegle do osi Ox o ¢ jednostek.

))) Jedng z najbardziej wiarygodnych metod obliczania wieku réznych przedmiotéw czy
organizméw jest datowanie radioweglowe. Metoda ta jest oparta na pomiarze proporgji mie-

dzy izotopem promieniotwoérczym wegla *C a izotopami trwatymi **C i °C. Opracowat ja
Willard Libby ze swoim zespotem w 1949 roku. Libby otrzymat Nagrode Nobla w dziedzinie
chemii w 1960 roku.

Wiadomo, ze jezeli substancja o masie N, ma czas potowicznego rozpadu h, to mase pozostata

h
po czasie t obliczamy wedtug wzoru N = N, [;] .
Czas potowicznego rozpadu izotopu wegla **C to okoto 5730 lat.  [c7ae (lata) | Wzgledna
Dla przyktadu rozwazmy nastepujaca sytuacje: stwierdzono, ilos¢ izotopu **C
7e masa izotopu wegla **C w znalezionym przez archeologéw 0 100,00%
przedmiocie wynosi 80% masy wyjsciowej. Sprawdzmy, sprzed 1 99,99%
ilu lat pochodzi ten przedmiot. 2 99,98%
Z treéci zadania wiemy, ze N = 0,8N,, zatem 10 99,88%
100 98,80%
t t
0.8N. = N 1%08_ 15730 500 94,14%
eele) 2 1000 88,62%
10008 — —t_1ogL ¢ 5730:l0g0,8 20 A
09575730 992" ' T T iogo,5 5000 54,67%
_ . 10 000 29,89%
Znalezisko pochodzi wiec sprzed okoto 1845 lat.
50 000 0,24%
Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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pﬁ o Sporzadz szablon wykresu funkgji y =2 i postugujac sie nim, naszkicuj wykres funkgji:

a) y=2"+1 b) y=2"-2 c) y=2"7

d) y=2"" e) y=2""+1 ) y=3-2"

g y=2" h) y=-2 Hy=-2"
&ﬁ o Naszkicuj wykres funkgji:

a) y=2" b) y=[2*

1 ‘x‘—l 1 ‘x—l‘
3] 03]

e Wirod podanych wzordéw znajdz takie, ktore przedstawiajg funkcje rowne:
fi(x)=2"" f,(x)=2"" f,(x)=8+2" f,(x)=8-2"
2x x X2 x
S(x) =S fi()=8" f(x)=2" fi(x)=2"
o Do wykresu funkeji wykladniczej okreslonej wzorem y =a* nalezy punkt Q.

Oblicz a, gdy:

1
a) Q=(3,8) b) Q=(3,27) o Q—(IO,@)

1
Q) Q=[3,6—4j 9 Q=(44)  HQ=(33V3)

° Na rysunku obok przedstawiony jest wykres funkcji
wyktadniczej f, ktérej wzér ma postaé f(x)=a". /

a) Na podstawie zaznaczonego punktu na krzywej wy-

kfadniczej znajdz warto$¢ a.

b) Naszkicuj wykres funkeji g okreslonej wzorem

g(x)= f(x)-L g
yA
° Na rysunku obok przedstawiono
wykres funkcji f okreslonej wzorem
flx)=2"
——//1
o 1 s
Kup ksigzke Polec ksiazke
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Napisz wzor funkeji, ktérej wykres przedstawiono na ponizszym rysunku, wiedzac, ze wy-
kres ten powstal przez przesuniecie wykresu funkgji f.

a) v A b) yA
/ /
/
1 1
/
0 p 0 p
C) vV A d) i A
\
. \
- O X
. \
\ )
0 p
\

° Za pomoca czterech do$wiadczen dokonano pomiaru pewnych wielkosci ¢ i V. Ist-
nieje przypuszczenie, ze wielkoéci te mozna opisa¢ za pomoca modelu matematycznego
wykorzystujacego funkcje wykladniczg dang wzorem V =b-a', gdzie b i a s3 pewnymi sta-
tymi charakterystycznymi dla danego doswiadczenia. Ktére wyniki pomiaréw wykluczaja
to przypuszczenie?

Al Jo Jos |1 | Dl o 5 10 9 o 2 4

vV {10 |5 2,5 V. 10,001 0,032 |1,024 v |2 252 | 60042

o Znajdz x, dla ktérego zachodzi réwnos¢:

X 4x
a) 28 =32 b) (l) =4 c) 12° =12 d) (lj L
2 4 64
1
e 42x —_ f 4x+4 =417x 7x =1
) o6 ) 8)

o Liczba bakterii pewnej kolonii powieksza si¢ 0 50% co godzine. Jesli kolonia ta
w poludnie liczyta 3 miliony, to podaj jej liczbe w przedziatach pétgodzinnych od
10 do 14”. Odpowiedz podaj z doktadnoscia do wartosci catkowitej. Do obliczert
Kupeipiaizy¢ kalkulatora.

Matema ka . . P
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@ Pewna czgstka radioaktywna ma mase 50 graméw, a jej rozpad powoduje zmniejsze-
nie masy o 20% kazdego roku. Podaj wzor na mase tej czastki po f latach. Narysuj wykres
tej funkcji. Na podstawie wzoru i wykresu udziel odpowiedzi na ponizsze pytania z do-
kfadnoscia do pelnych miesiecy.

a) Kiedy masa tej czastki wynosita 70 gramow?
b) Kiedy masa tej czastki bedzie réwna 32 gramy?

Do obliczenn mozna korzysta¢ z kalkulatora.

*3.2. Funkcja logarytmiczna

Powrdémy do przyktadu opisanego w poprzednim rozdziale. Za-
leznos¢ liczby bakterii y(t) od czasu (wyrazonego w dniach), jaki
uptynat od momentu, gdy probka zawierata jedna bakterie, zostata
opisana za pomoca funkdji okreslonej wzorem y (t) = 2. Chcemy teraz
obliczy¢, kiedy wartos¢ populacji bedzie wynosita 2 miliony bakte-
rii. Szukamy takiego t, ze 2°=2000000. Z definicji logarytmu wy-
nika, ze t=10g,2000000~21. Jezeli wiec t oznacza czas (wyrazony
w dniach), jaki uptynat od momentu, w ktérym prébka zawierata
jedna bakterie, do momentu, gdy zawierata pewna liczbe x bakterii,
to otrzymujemy zwigzek t=log,x. Zatem jesli chcemy obliczy¢ czas
t w zaleznosci od liczby bakterii, to mozemy obliczy¢ wartos¢ funkgji
okreslonej wzorem t(x)=log, x.

Mozemy narysowac wykres otrzymanej funkcji, przyjmujac, ze x2 1.

B

—

Otrzymany wykres jest fragmentem wykresu

funkcji nazywanej funkcja logarytmiczna.
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Z pierwszej klasy znamy pojecie logarytmu. —{Uwaga }

Jezeli, a, b>0 oraz a #1, to logarytmem
przy podstawie a z liczby b nazywamy taka
3 Przyktad 1. liczbe ¢, ze a° = b. Przy takich zastrzezeniach
Dana jest funkcja y =log, x dla x > 0. Sporzadzmy  mozna napisa¢ symbolicznie:
tabele wybranych wartosci tej funkcjiinaszkicujmy €= log,b < a‘ =b.

jej wykres.
1 1 A
— |-/ 1|2 438 4
4|2
-2|-1,0|1]2]3
14+
ol n 2 x

3 Przyktad 2.
Dana jest funkcja y =log, x dla x > 0. Sporzadzmy tabele wybranych wartosci tej funkcji

2
i naszkicujmy jej wykres.
y A

N | =

11
8 | 4

)
N_—
=

14
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—& Dla 0<a<1 funkcja logarytmiczna jest malejaca (wykres czerwony).

Dla a>1 funkcja logarytmiczna jest rosnaca (wykres niebieski).

yA

=y

Wykresy funkcji y =log, x i y =log, x sa do siebie symetryczne wzgledem osi Ox.

Oto kilka przyktadow wykreséw funkcji logarytmicznych:
A A
y=logx

y =log,x

=y

)
2l /
o

y=log,x

y=logx

—& Zbiorem wartosci funkcji logarytmicznej jest przedzial (—oo, ).

0Os$ Oy nazywamy asymptota pionowa wykresu tej funkeji.

Funkcja logarytmiczna kazda wartos¢ przyjmuje dokladnie jeden raz.

Wykres funkeji przecina 0§ Ox w punkcie o wspoélrzednych (1,0).
Przesuwajac wykres funkcji logarytmicznej y =log, x wzdtuz osi uktadu wspolrzednych,
mozemy rysowac¢ inne wykresy funkeji, np.:

1. funkcje y =log, x +b rysujemy, przesuwajac wykres funkeji y =log, x wzdtuz osi Oy
o b jednostek,

2. funkcje y =log, (x —c) rysujemy, przesuwajac wykres funkeji y =log, x wzdhuz osi Ox
o cjednostek.
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))) Funkcja logarytmiczna jest funkcja odwrotna do funkgji wyktadniczej. Rzeczywiscie:

y =a” wtedy i tylko wtedy, gdy x =log, y, przy zatozeniu, ze a>0ia =1 oraz y >0.

Funkcja x(y) =log, y jest funkcja zmiennej y i jej wykres pokrywa sie z wykresem funkgji
y(x) = a*. Jezeli chcemy narysowac wykres funkgji y(x) =log, x, musimy zamienic¢ rolami
zmienne x i y. Przeksztatceniem, w ktérym o$ Ox przechodzi na o$ Oy i odwrotnie, jest odbicie
symetryczne wzgledem prostej y = x.

Przedstawmy w tym samym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji wyktadniczej i odwrotnej
do niej logarytmicznej o tej samej podstawie a.

Wykres funkcji odwrotnej g do danej funkgji f jest symetryczny wzgledem prostej o rownaniu

y=x
Dla a >1 wykresy nie maja punktow Dla 0 < a <1 wykresy przecinaja sie
wspolnych. w punkcie nalezgcym do prostej y = x.
)/A ) A
fx) = a* g
N
1
J=EE
fx) =a*
0 ] —— X
A g(x) =log x
0/ %
g(x) = log x

Czy wykresy funkcji wyktadniczej i odwrotnej do nigj funkgji logarytmicznej o podstawie
0 < a <1 maja punkty wspdlne?

Rozpatrzmy dwie funkgje:

() :(116] ' 9(x)=1og, x.

- 1 1 1) 1
Mozna zauwazy¢, ze dla x = = mam —|=g|=|==
Zna zauwazy¢, Z X Z yf(4j g[4j >
1 1 1) 1
oraz dla x == mam —l=gl=|==.
s 13)-o[3)-S
.. S . 11 11
Zatem wykresy tych funkgji przecinaja sie w punktach o wspotrzednych 2ol ale
Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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Zadania
oD € Naszkicuj wykresy funkeji:

a) y=log, x b) y=log,(x+1) c) y=—1+log, x d) y=1-log, x
Qﬁ o Naszkicuj odpowiednie wykresy funkgji i korzystajac z nich, podaj rozwiazania nie-
réwnosci:

a) log,x<3 b) log, x>-1 c) log, x<2

3 2

o Dla jakiej wartosci k punkt P nalezy do wykresu funkgji f(x)=1log, x?

a) P=(8,3) b) P=(125,3) ¢) P=(1000,3)

d) P=(64,-3) e) P=(729,-6)

o Naszkicuj w jednym ukladzie wspotrzednych wykresy funkeji i zapisz ich dziedziny:
a) f(x)=log,x b) f(x)=log,x+2

o) f(x)=log,(x+2) d) f(x)=log,(x+2)+2

-
3.3. Spoza podstawy programowe;j

— skala logarytmiczna

Aby zobrazowa¢, do czego moze w praktyce stuzy¢ skala logarytmiczna, spdjrzmy na po-
nizszy opis.

Wiemy, ze pewna wielko$¢ y rosnie wraz ze wzrostem innej wielkosci x szybciej niz li-
niowo. Nie wiemy jednak, czy y zalezy od drugiej, czy moze trzeciej potegi x. Zapiszmy
wiec y = Ax", gdzie stale A oraz n s3 nieznanymi liczbami rzeczywistymi.

Po obustronnym zlogarytmowaniu otrzymujemy: log y =log Ax", a stad na podstawie
wiasnosci dziatan na logarytmach mamy: log y =log A + nlogx.

Zatem jesli na obu osiach Ox i Oy umies$cimy logarytmy odpowiednich wartosci, to wy-
kresy jednomianéw stopnia dodatniego, funkcji pierwiastkowej itp. stang si¢ prostymi.
Wartoéci log A oraz n mozemy odczytaé z wykresu.

3 Przyktad 1.
Przyjrzyjmy si¢ wynikom, jakie otrzymano w pewnym eksperymencie z wahadtem.
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Dlugos¢ wahadta (w metrach) [ 0,6 1,0 1,4 1,8 2,2
Sredni czas wahniecia (w sekundach) t | 1,54 2,03 2,39 2,67 2,97

Przedstawmy teraz wykres funkcji po zlogarytmowaniu.

Jesli t =kl", to logt =logkl" =logk +nlogl.

k4
Wrynika z tego, ze wykresem logt jako funkgji log! bedzie
prosta o takim kacie nachylenia &, ze tga =n. Przecina
ona 0§ logt w punkcie o rzednej logk.
o) ' 2 1
log! -0,222 0,000 0,146 0,255 0,342
logt 0,188 0,307 0,378 0,427 0,473
logtA

Tangens kata nachylenia prostej do osi

odcietych liczymy, dzielac stosunek

przyrostu warto$ci funkcji przez przy- log k
rost argument6w. Biorgc dane ze skraj-

nych kolumn tabeli, otrzymujemy:

0,473-0,188

a= ~U,0. ! ! ! ! ! ! -
0,342-(~0,222) -02-01 0 01 02 03 04 log]

Natomiast log k jest rzedng punktu prze-
ciecia wykresu funkcji z osig rzednych, czylilogk = 0,307, a w konsekwencji k =2,03. Z da-
nych doswiadczalnych wynika, ze badang funkcje w przyblizeniu opisuje wzér t = 2,031"°.

3.4. Z zastosowan matematyki

Temat badawczy nr 1
Opis Ewiczenia

Przeprowadzono pewien eksperyment, na podstawie ktorego okreslono, ze liczba bakterii
w pewnej hodowli wzrasta kazdego dnia. Wyniki badan przedstawiono w tabeli.

Czas [dni] 0 1 2 3 4 5 6 7
Liczba bakterii w przyblizeniu | 100 200 |400 |800 |1600 |3200 |6400 |12 800
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a) Znajdz wzdr funkcji opisujacej powyzsza zaleznosé.

b) Oblicz przyblizonag liczbe bakterii tej kolonii po 1,25 dnia oraz po 2,25 dnia.

¢) Oblicz, w ktérym dniu liczba bakterii wynosita 102 400.

d) Oszacuj, ile dni przed eksperymentem hodowla skladata si¢ z tylko jednej bakterii.

Temat badawczy nr 2
Opis ¢wiczenia

Lekarstwa, ktore przyjmuje cztowiek, sa stopniowo eliminowane z organizmu. Przy-
blizona iloé¢ leku, jaka pozostaje w organizmie, zalezy od wielkosci dawki leku d
(mg) oraz czasu t (h) liczonego od momentu zazycia lekarstwa i wyraza si¢ wzorem
P(t) =d-(0,7)t, gdzie t > 0.

Zat6zmy, ze chory przyjat 20 mg leku.

a) Oszacuj, ile mg leku znajduje si¢ w organizmie chorego po uplywie 6 godzin od
momentu zazycia lekarstwa.

b) Wyznacz, ile procent zazytego leku organizm eliminuje w ciggu kazdej godziny.
¢) Oblicz, jaka najmniejsza liczba godzin musi uptyna¢, aby w organizmie chorego
pozostalo co najwyzej 0,56495 mg leku.

3.5. Prosto do matury

DMDD ZESTAW | (TESTOWY)

o Ktory rysunek przedstawia wykres funkcji wykladniczej y=a* dlaa >1?

A. B.
y A y A
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M=

X

. H

@)

X

o Ktory rysunek przedstawia wykres funkeji wykladniczej y =a* dlaa <1?

A.

y A

o~ x
C.

y A

0 x

B.
y A

yh

S~

O

X

V ° Rozwazmy funkcje zadane wzorami f(x)=5""1 g(x)=2". Wykresy tych funkgji:

A. nie posiadaja punktéw wspolnych.

B. majg doktadnie jeden punkt wspélny.
C. majg doktadnie dwa punkty wspolne.
D. maja dokladnie pig¢ punktéw wspolnych.

o Gdy f jest funkcjg wyktadnicza okreslong wzorem f(x)= (l) dla x € R, to wykres
2

funkeji g okreslonej wzorem g(x)=—f(x)+ 3 nie ma punktéw wspélnych z prostg o row-

naniu:
A y=0 B. y=1 C. y=2 D. y=3
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° Dane jest réwnanie x° = 2", Jednym z rozwigzan tego réwnania jest liczba 2.

A. Réwnanie to nie ma innych rozwigzan.

B. Réwnanie to procz rozwigzania x =2 ma jeszcze tylko jedno rozwigzanie, jest ono do-
datnie.

C. Réwnanie to procz rozwigzania x =2 ma jeszcze tylko jedno rozwigzanie, jest ono
ujemne.

D. Réwnanie to procz rozwigzania x =2 ma jeszcze co najmniej dwa inne rozwigzania.

o Liczba rozwigzan réwnania 2* = 4x jest rowna:

A.0 B.1 C.2 D.3

1 X
o Réwnanie (Ej =m, gdziem e R:

A. nigdy nie ma rozwigzania.
B. moze nie mie¢ rozwigzan.
C. zawsze ma jedno rozwigzanie.
D. moze mie¢ dwa rozwigzania.
L3 L

0 Jezeli (44 -8° ] : (ﬁ)3 =4", to x jest rOwne:

15 16 10
B. — C. —

16 15

VO Réwnanie 9" =3%72,
o

A. ma dokladnie dwa rozwigzania.

B. ma dokfadnie jedno rozwigzanie.
C. jest sprzeczne.

D. ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

A2

@ Z nieréwnosci a* < a* wynika, ze:

A. x>-2 dla ae(0,+x)

B. x<-2 dla ae(O,l)

C.x<-2dlaae(l,+x)

D. xe& dlaaeR

@ Jezeli 2 =5i6' =2, 012" wynosi:

A. 12 B.35 C. 10 D.2

Q Wyrazenie (3) 277 zapisane jako potega o podstawie 3 ma postaé:

975 .3

A3 B.3’ C.3 D.37
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@ Punkt P = (—3, éj nalezy do wykresu funkcji okreslonej wzorem:

A y=2" B. y:(lj C. y=3" D. y=3"
2

@ Do wykresu funkeji y =37 nalezy punkt o wspétrzednych:

A. (4, i) B. (3,1) C.(2,-1) D. (1,9)

27
@ Wskaz funkcje rosnaca:

A f(x):(éjx B. f(x)=(5))( C. f(x)=2" D f(x)ZGJ

=
ZESTAW I (RACH UN KOWY) 127g0

737
0 Do wykresu funkcji wykladniczej okreslonej wzorem y(x)=a" nalezy punkt j
P =(4,256). Oblicz a.

a Wykres funkeji wykladniczej okreslonej wzorem y(x) = (%j przechodzi przez punkt,

ktorego druga wspdtrzedna y wynosi % Znajdz pierwszg wspolrzedna tego punktu.

e Do wykresu funkcji wykladniczej okreslonej wzorem y = a* nalezy punkt P = (—2, éj
Znajdz warto$¢ tej funkeji dla x =3. ?

o Wykres funkgji f okreslonej wzorem f(x)=2" przesunieto wzgledem osi Ox o 3 jed-
nostki w lewo i wzgledem osi Oy o 1 jednostke w gore. Podaj wzor funkgji g, ktorej wykres
otrzymano w wyniku tych przeksztatcen.

o W jednym ukladzie wspolrzednych naszkicuj wykres funkcji f(x)=log, x
i g(x)=1log, x. Podaj rozwigzanie réwnania f(x)= g(x). 2

o W jednym ukladzie wspétrzednych naszkicuj wykres funkcji f(x)=log, x
i g(x)=1log, x. Podaj zbidr rozwigzan nieréwnosci f(x)= g(x). 2

o Wykres funkcji f (x)=log, (x +m)—k, ktorej dziedzing jest zbi6r (-3, + o), przecho-
dzi przez punkt (6,—5). Znajdz m i k.

o Wyznacz miejsca zerowe funkeji f(x)= log(x -2x° )
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Vo Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x oraz a >0 prawdziwa jest nierdéwno$é
> 1

#>0.
a +a -1

@ Rozwigz graficznie nieréwnos¢ (Ej <8.
@ Rozwiaz graficznie nieréwnos¢ 2* <16.

Q Znajdz wspolrzedne punktdw przeciecia si¢ wykresu funkcji
° f(x)=x"-8"+5x-8" +6x-8" z osiami ukladu wspétrzednych.

V @ Znajdz wspélrzedne punktéw przeciecia si¢ wykresu funkeji f (x)=2°" z wykresem
° funkeji g(x)=27" x> +2"" - x.

@ Naszkicuj wykres funkeji f(x)=2+3"".

@ Wiedzac, ze 2' =5 1 6" =2, i korzystajac z wlasnosci funkcji wyktadniczej, oblicz, ile
wynosi 67 2,

N2E &

&> ZESTAW IIl (ZADANIA ROZNE)

50!

'T o Populacja P pewnego miasta wzrasta zgodnie ze wzorem P = 5000-(1,1)0’2t,
M gdzie t € N oznacza liczbe lat po 1980 roku. Jaka bedzie liczba mieszkancow tego
miasta po 2028 roku?

° Liczba N oznacza mase¢ pierwiastka radioaktywnego po pelnych t latach roz-
padu (N, jest masg poczatkowa): N = N, (0,97)0’000“. Ile substancji zostanie z 2 gra-
moéw po 7500 latach?

o Przypus$émy, ze rzad zaklada, iz pensje wzrastaja w tempie 4% na rok. Jesli pen-
sje w pewnym szczegolnym zawodzie s3 podnoszone raz na trzy lata, to o ile procent
powinny wzrasta¢, aby nadazy¢ za roczng $rednig zalozong przez rzad?

o Obserwowana uprawa drozdzy o objetoéci 2 cm® podwaja swojg objetos¢ co 30 minut.
Oblicz objetos¢ uprawy drozdzy po uplywie jednej godziny oraz po uplywie jednej doby.

o Jednym z wielu produktow reakcji jadrowej, w ktorej
bierze udzial uran, jest radioaktywny pluton, ktérego czas
potowicznego rozpadu wynosi 25 000 lat. Jezeli pewna
ilo$¢ plutonu zostala zamknieta w betonie, to jaka jego
czg$¢ pozostanie po 100 000 lat?

{ Wskazéwka }

Aby rozwiazac zadanie, skorzystaj ze
wzoru zamieszczonego w ciekawostce
na stronie 73.
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SKOROWIDZ

A

aksjomat Peano, 161
asymptota pozioma, 73

C

ciag arytmetyczny, 148
n-ty wyraz ciagu, 149
réznica ciagu, 148
suma n poczatkowych wyrazow ciagu, 151
suma wyrazow ciagu, 150
twierdzenie Dirichleta, 149
wlasno$é¢ ciggu, 148

ciag Fibonacciego, 140

cigg geometryczny, 153
granica ciggu, 158
iloraz ciggu, 153
n-ty wyraz ciagu, 154
suma n wyrazow ciagu, 156
szereg geometryczny, 158
wlasno$é¢ ciggu, 154
zbiezny, 159

ciag liczbowy, 138
arytmetyczny, 148
Fibonacciego, 140
geometryczny, 153
granica ciagu statego, 145
granice ciagow, 143
malejacy, 140
niemalejacy, 140
nierosnacy, 140
nieskonczony, 138
n-ty wyraz ciagu, 138
okreslanie ciaggow, 139, 142
okreslony rekurencyjnie, 142
pojecie ciagu, 138
rosnacy, 140
rozbiezny, 146
skonczony, 138
zbiezny do liczby, 144
zbiezny do zera, 144
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cosinus, 90, 99
kofunkgja, 105
podwojonego kata, 123
twierdzenie cosinusow, 187
cosinusoida, 109
wlasnoéci, 110
cotangens, 105
czas polowicznego rozpadu, 73, 86

datowanie radioweglowe, 73
czas polowicznego rozpadu, 73, 86
dlugos¢
odcinka, 208
promienia okregu, 233
stycznej, 180
wektora, 212
dodawanie
wektordw, 212
wielomianow, 13
wyrazen wymiernych, 48
drgania harmoniczne, 128
dwumian, 11
dziedzina
funkcji logarytmicznej, 77
funkcji wyktadniczej, 72
funkcji wymiernej, 60
wyrazen wymiernych, 46, 47
dzielenie wielomianu, 17
dzielenie z reszta, 17
dzielna, 17
dzielnik, 17
grupowanie wyrazow, 23
pierwiastek wielomianu, 19
reszta, 17, 19
rozktad na czynniki, 21
szczegblne przypadki, 20
twierdzenie Bézouta, 19
wylgczanie wspdlnego czynnika, 23
wzory skr(')conego mnozenia, 22, 24
dzielna, 17
dzielnik, 17
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F
figury
jednoktadnos$¢, 194
obrét, 197
podobienstwo, 194
funkcja homograficzna, 60, 61
posta¢ kanoniczna, 61
funkcja logarytmiczna, 76, 77
dziedzina, 77
logarytm, 77
malejaca, 78
rosnaca, 78
skala logarytmiczna, 80
tangens kata nachylenia, 81
wykresy funkgji, 76, 78
zbior wartoéci funkcji, 78
funkcja nieparzysta, 108, 111
funkcja odwrotna, 79
wykres, 79
funkcja parzysta, 110
funkcja wyktadnicza, 70, 72
dziedzina, 72
krzywa wykladnicza, 71
malejaca, 72
potegi o wykladniku wymiernym, 70
rosnaca, 71, 72
wykresy funkeji, 73
zbiér wartoéci funkcji, 73
funkcja wymierna, 60
dziedzina, 60
funkcja homograficzna, 61
funkcje trygonometryczne, 87
cosinus, 90, 99
koto trygonometryczne, 107
miary kata, 94
mierzenie obrotdow, 102
nieréwnosci trygonometryczne, 112
okresowos¢ funkeji, 103
okre$lonos¢ funkeji, 92
réwnania trygonometryczne, 112
sinus, 88, 90, 99
tangens, 90, 99
tozsamosci trygonometryczne, 122
wartoéci funkeji, 107
wykresy funkeji, 107
wzory redukcyjne, 93, 104, 105
zaleznosci trygonometryczne, 106
znaki funkgeji, 92, 99
zwigzki miedzy funkcjami, 92

Kup ksigzke

G
Gauss Carl Friedrich, 151
geometria, 207
gesto$¢ ciala, 67
granice ciagow, 143
stalych, 145
twierdzenia o dzialaniach, 145
zbieznych, 144

H
harmoniki, 128
drgania harmoniczne, 128
hiperbola, 55, 56
hipoteza Murraya, 136

iloczyn skalarny wektoréw, 240
kat miedzy wektorami, 240
pola tréjkatow, 241
$rodek odcinka, 242
twierdzenie cosinusow, 242
wlasnosci iloczynu, 240

indukcja matematyczna, 161
aksjomat Peano, 161
przejscie indukcyjne, 162
sprawdzenie poczatkowe, 162
uogolniona zasada indukcji, 162

J
jednoktadnos¢, 193
figur, 194
odwrotna, 193
prosta, 193
skala jednoktadnosci, 193
jednomiany, 10
dwdch zmiennych, 10
jednej zmiennej, 10
podobne, 11
stopnia czwartego, 10
stopnia drugiego, 10
stopnia pierwszego, 10
stopnia trzeciego, 10
stopnia zerowego, 10

K

kartezjanski uklad wspoétrzednych, 208
0$ odcietych, 208
o$ rzednych, 208
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katy
bifurkacji, 136
miary kata, 94
miedzy wektorami, 240
obrotu, 197
pelny, 95
poétpelny, 95
prosty, 94, 95
$rodkowy, 172
wpisany, 172, 173, 177
zerowy, 95
rozwarty, 93
uogolniony, 102, 104
koto, 172
promien, 172
w ukladzie wspoirzednych, 232
trygonometryczne, 107

L

logarytm, 77
funkcja logarytmiczna, 77
skala logarytmiczna, 80

M

miara lukowa, 95
kat pelny, 95
kat pétpelny, 95
kat prosty, 95
kat zerowy, 95
radian, 95
miara stopniowa, 94
kat prosty, 94
stopien, 94
miary kata, 94
miara tukowa, 95
stopniowa, 94
zamiana jednostek, 96
mnozenie
wektordw, 239
wielomiandw, 13
wyrazen wymiernych, 48
moc urzgdzenia, 67

N

napigcie elektryczne, 67

natezenie pradu, 67

nieréwnosci liniowe
graficzne rozwiazanie nieréwnosci, 230
interpretacja graficzna, 229

nieréwnosci trygonometryczne, 112
graﬁczne rozwigzanie nieréwnosci, 115
rozwigzywanie metoda sprowadzania do

nieréwnosci podstawowej, 127

nieréwnosci wielomianowe, 32, 59
rozwigzanie nieréwnosci, 32
spos6b rozwigzywania, 32
wielomian zredukowany, 32

nieréwno$ci wymierne, 58
nieréwno$¢ wielomianowa, 59
rozwigzywanie, 58

)
obrét figury, 197
kat obrotu, 197
$rodek obrotu, 197
odcinek, 208
diugos¢, 208
srodek, 210
odejmowanie
wektoréw, 213
wielomianéw, 13
wyrazen wymiernych, 48
okrag, 172
czworokaty opisane na okregu, 183, 184
czworokaty wpisane w okrag, 183, 185
definicja, 232
dlugos¢ promienia okregu, 233
kat wpisany, 172
okregi styczne do siebie, 178
promien, 172
prosta, 234
punkt stycznosci, 176
réwnanie okregu w postaci kanonicznej, 232
réwnos¢ odcinkoéw stycznych, 177
styczna do okregu, 176
trojkaty opisane na okregu, 181
trojkaty wpisane w okrag, 181
uklad wspoétrzednych, 232
wspolrzedne srodka okregu, 233
op6r elektryczny, 67
om, 67
0§
odcigtych, 208
rzednych, 208

P

Peano Giuseppe, 161
pierwiastek wielomianu, 19

pierwsze odkrycie Gaussa, 150
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planimetria, 171
jednoktadno$¢, 192
koto, 172
okrag, 172
podobienstwo, 192
promien, 172
rozwigzywanie trojkatow, 189
plaszczyzna kartezjanska, 207
podobienstwo, 194
figur, 194
skala podobienstwa, 194
trojkatow, 195
prawa
odbicia $wiatla, 134
Ohma, 67
Snella, Patrz prawo zalamania $wiatta
zalamania $wiatta, 134
promien, 172
proporcjonalno$¢ odwrotna, 53
hiperbola, 55, 56
wykres, 54
proporcjonalnos¢ prosta, 52
proste, 219
odleglos¢ punktu od prostej, 228
okrag, 234
pokrywajace sie, 223
prostopadta do osi, 219
prostopadle, 225, 227
przecinajace sie, 223
réwnanie kierunkowe prostej, 220
réwnanie ogdlne prostej, 219
réwnolegta do osi, 219
réwnolegle, 224, 227
styczna do okregu, 176
wlasnoéci prostej, 227
wspolczynnik kierunkowy prostej, 220
wzajemne polfozenie prostych, 223
przeksztalcenia plaszczyzny, 236
geometryczne, 236
symetria osiowa, 237
symetrig srodkowa, 238
tozsamosciowe, 237
wzajemnie jednoznaczne, 236
punkt stycznosci, 176

R

radiany, 95
zamiana na stopnie, 96
regula rownolegloboku, 213

Kup ksigzke

rekurencja, 142

rozwigzywanie
nieréwnoéci liniowych, 230
nieréwnosci trygonometrycznych, 115, 127
nieréwnosci wielomianowych, 32
nierownosci wymiernych, 58
réwnan trygonometrycznych, 112, 125, 126
réwnan wielomianowych, 29, 38
réwnan wymiernych, 57
trojkatow, 186, 188, 189

réwnania trygonometryczne, 112, 125
graficzne rozwigzanie réwnania, 112
odciete punktow, 113
rozwigzywanie metodg wprowadzenia po-

mocniczej niewiadomej, 125
rozwigzywanie z wykorzystaniem podsta-
wowych tozsamosci, 126

roOwnania podstawowe, 112

réwnania wielomianowe, 26, 28
miejsca zerowe wielomianu, 29
przyblizone rozwigzywanie, 38
rozwigzanie réwnania, 29
rozwigzywanie, 29

réwnania wymierne, 56
mianownik wyrazenia wymiernego, 57
rozwigzywanie, 57

réwnanie kierunkowe prostej, 220

réwnanie ogdlne prostej, 219

S
sinus, 90, 94, 99
kata ostrego, 88
kofunkgja, 105
podwojonego kata, 123
twierdzenie sinuséw, 186
sinusoida, 108
wlasnosci, 108
skala
jednoktadnosci, 193
logarytmiczna, 80
podobienstwa, 194
stopnie, 94
zamiana na radiany, 96
styczna do okregu, 176, 177
dlugos¢ stycznej, 180
réwno$é¢ odcinkéw stycznych, 177
symetria osiowa, 237
symetria $rodkowa, 238
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szereg geometryczny, 158
suma szeregu, 158
zbiezny, 158, 159

P

S
$rodek cigzkoéci trojkata, 205

T
tangens, 90, 99
kofunkgja, 105
tangensoida, 111
wlasnosci, 111
tozsamosci trygonometryczne, 122
podwojonego kata, 123
wzory redukcyjne, 122
wzdr jedynkowy, 123
trojkaty
dwusieczne kata, 181
jednoktadny, 193
obliczanie pola, 241
obrét, 197
opisane na okregu, 181
podobienstwo, 195

rozwigzywanie trojkatow, 186, 188, 189

symetralne bokow, 181

$rodek ciezkosci, 205

twierdzenie cosinusdw, 187

twierdzenie Pitagorasa, 208

twierdzenie sinusow, 186

wpisane w okrag, 181
tréjmian kwadratowy niepelny, 11
twierdzenia

Bézouta, 19

cosinusow, 187, 242

Dirichleta, 149

Pitagorasa, 208

sinusow, 186

Talesa, 209

u
uklad wspotrzednych, 208
kartezjanski, 208
koto, 232
nieréwnoéci liniowe, 229
odcinek, 208
okrag, 232
0§ odcietych, 208
o$ rzednych, 208

symetria osiowa, 236

symetria rodkowa, 236

wektory, 215

wzajemne polozenie prostych, 223

ulamek algebraiczny, 46

w

wektory, 211

dtugo$¢ wektora, 212
dodawanie wektoréw, 212
iloczyn skalarny wektoréw, 240
iloczyn wektora i liczby, 214
kat miedzy wektorami, 240
mnozenie wektoréw, 239
odejmowanie wektoréw, 213
postaé kanoniczna wektora, 215
prostopadle wektory, 217, 240
przeciwny, 213

réwnolegte wektory, 217
réwnosé wektorow, 212,
swobodny, 212, 214, 216
wspdlrzedne wektordw, 215
zaczepiony, 211, 212

zerowy, 212

wielokaty réwnowazne, 199
wielomiany, 9

definiowanie jako funkgje, 28
dodawanie wielomianow, 13
dwumian, 11

dzielenie przez dwumian, 17
dzielenie z resztg, 17
grupowanie wyrazow, 23
miejsca zerowe, 29

mnozenie wielomiandw, 13
nieréwnosci wielomianowe, 32, 59
odejmowanie wielomiandw, 13
ogolna postac, 10

pierwiastek wielomianu, 19
podobne, 11

posta¢ iloczynowa, 22
przykladowe wykresy, 10
reszta z dzielenia, 17, 19
rozktad na czynniki, 21
réwnania wielomianowe, 26, 28
rownos$¢ wielomiandw, 12
stopnia czwartego, 10

stopnia drugiego, 10

stopnia pierwszego, 10

prosta, 219 stopnia trzeciego, 10
Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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wielomiany
stopnia zerowego, 11
tréjmian, 10, 11
twierdzenie Bézouta, 19
uporzadkowany, 12
wykresy funkeji, 33, 36
wylaczanie wspolnego czynnika, 23
wyrazy wielomianu, 12
wzory skréconego mnozenia, 24
wzory Viétea, 30
zerowy, 11
zredukowany, 32
wlasnosci
cosinusoidy, 110
ciggu arytmetycznego, 150
ciggu geometrycznego, 154
iloczynu skalarnego wektoréw, 240
sinusoidy, 108
tangensoidy, 111
wspdlny mianownik, 49
wykres funkeji odwrotnej, 79
wykres proporcjonalnoéci odwrotnej, 54
hiperbola, 55, 56
wykresy funkcji logarytmicznej, 76, 78
wykresy funkgji trygonometrycznych, 107
cosinusoida, 109
koto trygonometryczne, 107
sinusoida, 108
tangensoida, 111
wykresy funkcji wielomianowej, 33, 36
przedzialy, 33
szkicowanie wykresow, 37
wykresy funkcji wykladniczej, 73
wyrazy wielomianu, 12
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wyrazenia algebraiczne, 46
ulamek algebraiczny, 46
wyrazenia wymierne, 46
dodawanie wyrazen, 48
dziedzina, 46, 47
dzielenie wyrazen, 48
funkcja homograficzna, 60, 61
funkcja wymierna, 60
mianownik wyrazenia, 57
mnozenie wyrazen, 48
najprostszy wspélny mianownik, 49
nieréwnosci wymierne, 58
odejmowanie wyrazen, 48
proporcjonalno$¢ odwrotna, 53
proporcjonalno$¢ prosta, 52
rozszerzanie wyrazen, 47
réwnania wymierne, 56
rowne zero, 57
sens liczbowy, 47
ulamek algebraiczny, 46
upraszczanie wyrazen, 47
wyrazenia algebraiczne, 46
wzory Gaussa, 242
wzory redukeyjne, 93, 104, 105
katy rozwarte, 93
katy uogélnione, 104
tozsamosci trygonometryczne, 122
zaleznosci trygonometryczne, 106
wzory Viéte'a, 30
wzOr trapezowy, 243

Z

zbieznos¢ ciagu, 145
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