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152 8. Wybrane algorytmy grafowe

8.2. Minimalne drzewa spinajace i minimalne drogi

Niech G = (V, E) bedzie grafem nieskierowanym bez petli o n wierz-
chotkach. Na zbiorze krawedzi E okre§lamy funkcje o warto$ciach nie-
ujemnych, w : E — R*. Warto$¢ w (e) nazywamy wagg krawedzi e.
Jesli e = {u, v}, to piszemy po prostu w (u,v). Graf G z okreslong
funkcja w nazywa si¢ grafem wazonym.

Minimalne Minimalnym drzewem spinajacym spéjnego grafu G nazywamy drze-

drzewo wo spinajace T takie, Ze jego waga

spinajgce

Pt w(T) =3 wle) 8.2.1)
ecT

jest najmniejsza. Gdy G nie jest spdjny, to analogicznie minimalnym
lasem spinajagcym T’ grafu G nazywamy las spinajacy 7 taki, ze waga
w (G) okreslona wzorem (8.2.1) jest najmniejsza.

Droga Minimalng droga faczaca wierzchotki u oraz v w grafie G, u # v,
minimalna nazywamy droge P (u,v) taka, ze jej waga
w (P (u,v)) = Z w (e) (8.2.2)
e€P(u,v)

jest najmniejsza. Gdy wierzchotki u oraz v nie sg potaczone drogg (na-
lezg do réznych sktadowych grafu G), to przyjmujemy P (u,v) = oo.

Dla sieci komunikacyjnych lub przeptywowych wagi moga reprezento-
wac pewne wielkoSci fizyczne, takie jak koszt, odleglosé, efektywnosé,
pojemno$¢ lub niezawodno$¢, przypisane odpowiednim krawedziom.
Prosty graf wazony moze reprezentowac jego macierz wag W = [wj;],
gdzie w;; jest wagq krawedzi e;; miedzy wierzchotkiem v; oraz wierz-
chotkiem v;. Wagom nieistniejacych krawedzi nadaje si¢ w zaleznosci
od zastosowan warto$¢ oo lub 0.

Omoéwimy dalej dwa algorytmy stuzace do rozwigzywania problemu
minimalnego drzewa spinajgcego. Sg nimi algorytm Kruskala i al-
gorytm Prima. Oba algorytmy sa przyktadami zachtannych algoryt-
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moéw optymalizacyjnych, ktére zostang przedstawione bardziej ogdlnie
w rozdziale 11. W kazdym kroku takiego algorytmu musimy dokonaé
jednego z wielu mozliwych wyboréw. Stosujac strategie zachlanna,
dokonujemy wyboru, ktéry jest w danej chwili najlepszy.

Algorym Algorytm Kruskala®" wyznaczajacy minimalne drzewo spinajace ma

Kruskala nastepujgcg postac. Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach. Wtedy
nastepujacy algorytm daje rozwigzanie problemu minimalnego drzewa
lub lasu spinajacego:

Algorytm 8.2.1

1. Sortujemy krawedzie niemalejgco wedtug wag.

2. Wybieramy krawed? e1 o najmniejszej wadze.

3. Dodajemy krawedzie ea, €3, . . ., en—_1, wybierajqc za kazdym ra-
zem nowq krawed? o najmniejszej mozliwej wadze, ktora nie two-
rzy cyklu z dotychczas wybranymi krawedziami e;.

Podgraf T" grafu G, ktérego krawedziami sg ey, ea, . . ., €,—1, jest szu-
kanym drzewem spinajacym. Jesli G jest grafem niespdjnym, to algo-
rytm Kruskala wyznacza minimalny las.

Algorytm Metoda wyznaczania minimalnego drzewa spinajacego grafu, ktéra

Prima nie wymaga ani sortowania, ani sprawdzania istnienia cykli w kazdym
kroku, jest algorytm Prima®, zwany tez algorytmem najblizszego sg-
siada. Dla grafu spdjnego przebiega on w nastepujacy sposob.

Algorytm 8.2.2

1. NiechT = ().

2. Wybieramy dowolny wierzchotek poczgtkowy v1 € T i dotgcza-
my godoT.

3. Wybieramy dowolng krawed? incydentng z v1 o najniiszej wadze
i drugi koniec tej krawedzi dotqczamy do zbioru T.

4. Kolejno dla i = 2,...,n — 1 wybieramy dowolng krawed? e;
incydentng 7 dowolnym wierzchotkiem ze zbiorul’ o najniiszej
wadze takq, ze jej drugi koniec nie nalezy do T', i dotqgczamy ten
koniec do zbioru T.

5. Algorytm koriczy sie, gdy T =V.

Powyzsza procedura wyznacza minimalne drzewo spinajace zawiera-

jace krawedzie eg, ea, . .., e,—1. Najgorszy przypadek dla powyzsze-
go algorytmu pojawia si¢, gdy graf G jest grafem pelnym. W takiej
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sytuacji w kazdym kroku algorytmu musimy przeprowadzi¢ maksy-
malng liczbe poréwnan, aby znaleZ¢ najblizszy sasiedni wierzchotek.
Jesli G jest grafem niesp6jnym, to dla wyznaczenia minimalnego lasu
nalezy algorytm Prima zastosowa¢ dla kazdej sktfadowej oddzielnie.

Algorytm zachlanny generujacy minimalne drzewo spinajace za-
wdzigczamy J. B. Kruskalowi (1956). Algorytm wyznaczajacy mini-
malne drzewo spinajace metodg najblizszego sasiada zostal odkryty
w 1930 roku przez czeskiego matematyka V. Jarnika®?, a nastepnie
ponownie odkryty w 1957 roku przez R. C. Prima oraz niezaleznie
w 1959 roku przez holenderskiego informatyka E. Dijkstre!!.

Przyklad 8.2.1

Narysunku 8.4 przedstawiony jest graf G = K5 z wagami krawedzi. Oznacz-
my e;; = (v;,v;). Krawedzie porzadkujemy wedlug rosngcych wag:

€15, €35, €13, €23, €12, €25, €24, €45, €34, €14 -
Zgodnie z algorytmem Kruskala wybieramy kolejne krawedzie, ktére nie
tworza cykli z poprzednio wybranymi. Sa to krawedzie e15, €35, €23, €45 . Wa-
gatego drzewa wynosi w (T') = 2+3+5+47 = 17 i jest to minimalne drzewo
spinajace.

Us V2

V4 U3

Rysunek 8.4. Graf do przyktadu 8.2.1 i jego minimalne drzewo spinajace
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Stosujac algorytm Prima, zaczynamy od dowolnego wierzchotka, na przy-
ktad od v,. KrawedZ o najmniejszej wadze do pozostalych wierzchotkéw to
e23. Od zbioru wierzchotkéw {vs, v3} do pozostatych prowadzi krawedz ess,
od zbioru {v9, v3, v5} do pozostatych prowadzi krawedz e15, a w koricu wy-
bieramy krawedz ey5. DostaliSmy to samo drzewo co otrzymane za pomoca
algorytmu Kruskala.

Drzewa minimalne mogg by¢ rézne w zaleznoSci od uzytego algo-
rytmu, sposobu posortowania przy algorytmie Kruskala (gdy wagi
niektérych krawedzi sg identyczne), wierzchotka startowego i kolej-
nych wyboréw przy algorytmie Prima. Niemniej wagi tak otrzymanych
drzew minimalnych sg oczywiScie takie same.

Dlugoscia wazong drogi (ug, u1, . . ., un) w grafie G (V, E) o nieujem-
nych wagach krawedzi (fukéw) e € E jest suma wag krawedzi tej dro-
gi. Do znajdowania najkrétszej drogi wazonej z ustalonego wierzchot-
ka u w grafie G (V, E') o nieujemnych wagach krawedzi e € FE stuzy
algorytm opracowany przez E. Dijkstre.

Algorytm Algorytm ten znajduje w grafie wszystkie najkrétsze drogi pomiedzy

Dijkstry wyr6znionym wierzchotkiem u a wszystkimi pozostatymi, dodatkowo
wyliczajac dtugos¢ kazdej z tych drég. Algorytm Dijkstry jest réwniez
przyktadem algorytmu zachlannego (zobacz na przyktad [7], [13]).
Sformutujemy go dla graféw nieskierowanych.

Algorytm 8.2.3

Tworzymy dwa zbiory wierzchotkow Q) i S. W trakcie algorytmu be-
dziemy tworzy¢ funkcje d (v) > 0 okreslong na V' i funkcje p (v) okre-
§long na V- \ u o wartosciach w V. Wierzchotek u jest jedynym wierz-
chotkiem poczgtkowym.

1. Niech@Q =V, S = 0.
2. Dla kazdego v € V \ u przyjmujemy d (v) = oo oraz d (u) = 0.
3. Funkcja p (v) jest niezdefiniowana dla wszystkich v € V.
4. Powtarzamy ponizsze kroki algorytmu, az ¢ = (.
(a) Wybieramy w Q wierzchotek o najmniejszym d (v), usuwa-
my go z Q i dodajemy do S.
(b) Dla kazdegot € T (v) N Q, jesli d (t) > d (v) + w (v, 1),
tod(t) =d () +w(v,t).
(¢) OkreSlamy p (t) = v.

W wyniku dziatania tego algorytmu cigg wierzchotkéw v, v = p (v),
vy =p(v1),...,u=p(vy) jest najkrétszg drogg z wierzchotka v do
poczatkowego wierzchotka u.
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Uwaga. Dla wybrania z () wierzchotka v o najmniejszym d (v) naj-
lepiej przyjaé, ze () jest uporzadkowany tak jak przy przeszukiwaniu
grafu metoda BFS (algorytm 8.1.1).

Przyklad 8.2.2

Dla grafu pokazanego na rysunku 8.5 najkrétsza drogg wazong od vy do vs
jest ciag (v1, ve, vs, U7, Vg, V4, Vg, U5 ). Wazona diugosé tej drogi jest réwna
12, a dtugo$¢ niewazona jest réwna 7. Dlugos¢ zas$ najkrétszej drogi niewazo-
nej jest rowna 4, a taka droga jest na przyktad ciag v1, va, v, v4, vs. Dlugosé
wazona tej drogi wynosi 28.

Aby zastosowac algorytm Dijkstry, ustalamy najpierw algorytmem BFS zbior
(kolejke) Q (wiersz pierwszy) i nadajemy wartosci z kroku 2 w algorytmie
(wiersz drugi).

W kolejnych krokach algorytmu, idac z kolejnych wierzchotkéw v z kolejki
Q, wierzchotki t € VT (v) grafu otrzymujg wartosci d (¢).

Vi Vg Vg V3 V7 Vg4 V9 Vg Vs

0 o0 0O O 0 OO 00 00 OO

vi 0 3 7 00 o0 00 00 00 00
v 0 3 4 12 8 oo o oo o
vg 0 3 4 12 6 oo oo oo oo
vg 0 3 4 12 6 20 16 oo o0
vy 0 3 4 12 6 20 8 11 o0
vgy 0 3 4 12 6 9 8 11 o0
vy 0 3 4 12 6 9 8 10 17
v 0 3 4 12 6 7 6 10 12
V1 V3 V2 Vg Vg Uy V4 Vs

Wartosci p (v) dlav € V' \ v; sg podane w ostatnim wierszu.

v 2 vr 5 (]

Rysunek 8.5. Graf do przyktadu 8.2.2
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11.1. Systemy zachtanne

Zbiory
wykonalne
i osiggalne

Baza

Rzqd

Kup ksigzke

Okoto 1980 roku J. Korte3® i L. Lovész*? wprowadzili greedoidy, be-
dace dalszym uogdlnieniem matroidéw, jako narzedzie do opisywania
i badania algorytméw zachtannych*.

Niech E bedzie zbiorem skorficzonym. Systemem zachfannym (greedo-
idem) nazywamy par¢ M = (FE, F) taka, ze niepusta rodzina F pod-
zbioréw zbioru E spelnia nastepujace postulaty:

(91) D e 7,
(g2) jesli Fi, Fy € F, |Fi| < |Fy|, to istnieje e € Fy \ F taki, ze
FiUee F.

Zbiory nalezace do F nazywa si¢ wykonalnymi (ang. feasible). Rodzi-
ne F nazywa si¢ osiggalng (ang. accesible), gdy spelniony jest waru-
nek (g;) oraz

(a1) jesli F € F\ 0, to istnieje e € F takie, ze F' \ e € F.

Pare (F,F), gdzie F jest rodzing osiggalng, nazywamy systemem
osiggalnym. Greedoidy sg systemami osiagalnymi. Latwo tez zauwa-
zy¢, ze kazdy matroid jest systemem zachtannym, gdzie zbiorami wy-
konalnymi sg zbiory niezalezne matroidu.

Baza systemu zachtannego nazywa si¢ kazdy maksymalny zbiér wy-
konalny. Z postulatu (g2) wynika, ze kazda baza ma te samg liczbe
elementow.

Rzedem p(F') zbioru F' C E nazywa si¢ liczbe elementéw maksy-
malnego zbioru wykonalnego F' C A. Zbiér F' € F jest wykonalny

*B. Korte, L Lovész, R. Schrader, Greedoids, Springer-Verlag, Berlin 1991. Patrz
réwniez B. Korte, J. Vygen, Combinatorial Optimization, Theory and Algorithms,
Springer-Verlag, Berlin 2012.
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wtedy i tylko wtedy, gdy p (F') = |F'|. Kazdy maksymalny wykonalny
podzbidr F' zbioru A ma te samg liczbe elementéw p (A).

Przyklad 11.1.1

Niech G = (V, F) bedzie grafem nieskierowanym z wyréznionym wierz-
cholkiem r € V. Zbiory F' krawedzi drzew (niekoniecznie spinajacych) za-
wierajgcych wierzcholek r tworzg rodzine F taka, ze (F, F) jest greedoidem.

Przyklad 11.1.2

Niech T = (V, E,r) bedzie drzewem o ustalonym korzeniu . Okreslmy
rodzing F jako rodzing¢ zbioréw krawedzi poddrzew drzewa T' o tym samym
korzeniu . Jesli F € F oraz F' # (), to usuwajac krawedZ e incydentng
z wierzchotkiem stopnia 1, otrzymujemy znowu poddrzewo o korzeniu r lub
zbidr pusty. Jedyna baza takiego greedoidu jest E (patrz zadanie 11.1).

Niech T bedzie drzewem przedstawionym na rysunku 11.1. Wéwczas A € F
tylko wtedy, gdy zajdzie jeden z przypadkéw:

a) {a,b} C A,

b) ac A, ACEN\ {b,e},

c)be A, AC E\{a,cd},

d) a=0.

Rysunek 11.1. Drzewo T' z korzeniem r

Wtedy tez:

|A], jesli A e F,

p(A) = o

0, jesiA¢gcF.
W matroidzie kazdy podzbidr bazy jest zbiorem niezaleznym. Jesli wicc je-
dyna bazg jest caly zbiér E, to kazdy zbiér A C E jest niezalezny, czyli jest
to matroid wolny. Tutaj nie kazdy podzbiér F nalezy do F. Oznacza to (patrz

zadanie 11.1), ze tak skonstruowana para (E, F) jest greedoidem, ale nie jest
matroidem.
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Antymatroid

Kup ksigzke

Wréémy do warunkéw (s1) — (s3) z twierdzenia 10.1.5 na str. 184
i zastagpmy warunek (s4) warunkiem (s}):

(s1) AC o (A),

(s2) jesliAC B,too (A) Co(B),

(s3) o (0 (A)) =0 (A),

(sy) jesli f ¢ o (A), feo(AUe), f#etoed o (AU ).

Par¢ (F, o) spetniajgca warunki (s1) — (s)j) nazywamy antymatro-
idem. Antymatroid jest greedoidem, cho¢ nie jest matroidem.

Przyklad 11.1.3

Niech o (A) bedzie minimalnym poddrzewem drzewa z przykiadu 11.1.2,
zawierajgcym krawedzie zbioru A. Wtedy o (A) spetnia warunki (s1) — (s}),
czyli greedoid z tego przykladu jest antymatroidem.

WprowadZmy trzy wlasnos$ci greedoidéw o rodzinie wykonalnej F.

(vo) Wtasno$¢é przedziatowa: jesli F.G,H € F, FF C G C H oraz
dla kazdego e ¢ H zachodzi FUe € F, HUe € F, to wtedy
GUee F.

(vg) Wilasno$é przedzialowa bez ograniczenia gérnego: jesli F, G €
F, F C G oraz dla kazdego e ¢ G zachodzi F Ue € F, to
wtedy GUe € F.

(vp) Wtasnos¢ przedzialowa bez ograniczenia dolnego: jesli G, H €
G, FCHorazHUe € F,towtedy GUe € F.

Uzasadnieniem wprowadzenia tych pojec¢ sa nastepujace trzy witasno-

Sci.

Wiasnosé 11.1.1

Greedoid majgcy wlasnos¢ przedziatowq jest greedoidem, dla ktore-
go suma dwoch dowolnych zbiorow wykonalnych jest wykonalna, o ile
zawiera inny zbior wykonalny.

Wilasno$é 11.1.2

Greedoid majgcy wtasnos¢ przedziatowq bez ograniczenia gornego
Jest antymatroidem.

Wilasnos¢ 11.1.3

Greedoid majqgcy wtasnoS¢ przedziatowq bez ograniczenia dolnego
Jest matroidem.
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Przyklad 11.1.4

Niech G = (V, E) bedzie grafem prostym z wyréznionym wierzchotkiem
r € V. Niech F bedzie rodzing zbioréw wierzchotkéw I takich, ze r € F
oraz F tworzy spdjny podgraf grafu G. Wtedy (V, F) jest antymatroidem.
Ten greedoid jest zwany greedoidem przeszukiwan wierzchotkéw (ang. ver-
tex search greedoid).

Zauwazmy, ze greedoid z przyktadu 11.1.3 mozna uwazaé za szczeg6lny
przypadek tak okreslonego greedoidu. Wystarczy do drzewa T' z przykla-
du 11.1.3 dotgczy¢ wierzchotek r¢ i dodac krawedz {rg, r }, otrzymujac drze-
wo Tp, a nastepnie utworzyé graf krawedziowy G = L (1) z wierzchotkiem

r =L ({ro,r}).

Przyklad 11.1.5

Niech G = (V, E) bedzie digrafem prostym z wyréznionym wierzchotkiem
r € V. Niech F bedzie rodzing tukéw poddrzew skierowanych zawierajacych
tuki skierowane zgodnie z drogami prowadzacymi od  do wierzchotkéw kori-
cowych. (E, F) jest greedoidem przedziatowym, ale nie jest ani matroidem,
ani antymatroidem. Ten greedoid jest zwany greedoidem przeszukiwan lu-
kéw (ang. line search greedoid).

Zauwazmy, ze réwniez tutaj greedoid z przykladu 11.1.3 mozna uwazaé za
szczegblny przypadek tak okreSlonego greedoidu. Wystarczy, ze w drzewie
T z przyktadu 11.1.3 zorientujemy krawedzie tak, aby tuki byly skierowane
zgodnie z drogami prowadzacymi od r do wierzchotkéw koricowych.

Greedoid mozna tez okresli¢ za pomocg ponizej zdefiniowanego jezy-
ka zachtannego.

Niech E* bedzie zbiorem stéw nad alfabetem FE, to znaczy zbiorem
ciggéw o elementach (literach) z E. Konkatenacjg o3 stow a =
x1...x; oraz 3 = yi...y; jest stowo x1...2;u1 ...y;. Nosnikiem
& stowa « jest zbior r6znych liter stowa a.. Stowo jest proste, gdy kaz-
da litera wystepuje w stowie co najwyzej jeden raz.

Jezykiem nazywamy skoficzong i niepustg rodzing £ C E*. Jezyk jest
prosty, gdy wszystkie jego stowa sg proste. Nosnikiem £ jezyka L jest:

L={a:acL} (11.1.1)
Jezykiem zachtannym nad skoriczonym zbiorem F jest para (E, L),
gdzie L jest jezykiem prostym takim, Ze:

(I1) jeSlia=pyia e Litof €L,
(I2) jesli o, € L oraz |a| > |G|, to o zawiera liter¢ x taka, ze
Bx € L.
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Warunek ([ ) jest warunkiem (lewej) dziedziczno$ci. Warunek (I2) jest
aksjomatem wymiany.

Twierdzenie 11.1.1
Systemy zachtanne i jezyki zachtanne sq rownowazine w nastepujgcym
sensie.
(i) Jesli (E, L) jest jezykiem zachtannym, to (E , Z) Jest systemem
zachtannym.
(ii) Jesli (E, F) jest systemem zachtannym, to

LF)=A{x1...o, € E" : {x1,...,zi} € Fdlal <i<k}
Jjest jezykiem zachtannym.

i)y £ (L) =Loraz L(F)=F.

Przyklad 11.1.6
Niech zbiorem liter beda krawedzie drzewa z przyktadu 11.1.2. Okresl-

my stowa jezyka L jako ciagi symboli « = (z1,...,xy) takie, ze zbidr
{z1,...,z} jest drzewem o korzeniu r oraz jesli & = By, v = (y1,- .-, Y1)s
to réwniez {y1, . ..,y } jest drzewem o korzeniu r. Spetnione sg wiec warun-

ki (I;) oraz (I3).

11.2. Algorytmy zachtanne

Niech E bedzie zbiorem skoficzonym oraz w : E — RT. Warto$¢
funkeji w (e) nazywa si¢ waga elementu e. Niech S bedzie pewna ro-
dzing podzbioréw zbioru E. Liczbe:

w(A) = Z w(e)

ecA
Algorytm nazywa si¢ waga zbioru A. Rozwazmy problem znalezienia zbioru
zachtanny A € 8 o najwiekszej wadze. W tym celu sformutujemy nastepujacy

algorytm, zwany zachtannym.

Algorytm 11.2.1

1. Sortujemy elementy e € E wedtug nierosngcych wag w cigg
e1 = ey = -+ = ey (lub wedtug niemalejgcych wag
e1 <ex < <Kep)

2. Zaczynajgc od A = 0, dlai = 1,...,n, jezeli AUe; € S, to
A— AUeg;.

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


http://helion.pl/rf/madyin
http://helion.pl/rt/madyin

208

Kup ksigzke

11. Systemy i algorytmy zachfanne

Otrzymany w ten sposéb zbior A jest wynikiem dziatania algorytmu
zachtannego.

Algorytm zachfanny nie musi by¢ optymalny, to znaczy zbiér A € S
znaleziony za pomocg algorytmu zachtannego nie musi mie¢ najwigk-
szej (najmniejszej) wagi.

Przyklad 11.2.1
Niech:

Suma trzech elementéw macierzy A wybranych algorytmem 11.2.1 takich, ze
z kazdej kolumny moze by¢ tylko jeden element, jest najwicksza i jest réwna
15. Jesli natomiast wybrane elementy nie mogg by¢ z tych samych kolumn
i wierszy, to suma takich trzech elementéw nie jest najwicksza. Algorytm
zachlanny daje sum¢ 12, natomiast najwigksza suma jest rowna 13.

Bardziej ogdlne przyktady pozostawimy jako zadania 11.21 11.3.

R. Rado® i J. Edmonds'* udowodnili ponizszy wynik.

Twierdzenie 11.2.1

Jezeli M = (E,T) jest matroidem, to zbior A wyznaczony przez algo-
rytm zachfanny jest zbiorem niezaleznym o najwiekszej (najmniejszej)
wadze. Jezeli (E,T) nie jest matroidem, to istnieje waga w : E — R
taka, ze A nie jest zbiorem o najwigkszej (najmniejszej) wadze.

Za pomoca algorytmu zachlannego i z wykorzystaniem twierdze-
nia 11.2.1 mozna wyznaczy¢ minimalne drzewo spinajace grafu spdj-
nego.

Jezeli matroid jest grafowy, to algorytm Kruskala wyboru maksymal-
nego (minimalnego) drzewa spinajacego w grafie GG jest algorytmem
zachtannym w matroidzie M (G). Algorytm Prima nie jest za$ algo-
rytmem zachtannym w matroidzie M (G, gdyz w sformutowaniu tego
algorytmu wystepuja wierzchotki grafu. Jest on jednak algorytmem za-
chtannym w pewnym greedoidzie zwigzanym z grafem GG. Zagadnienie
to oméwimy w dalszej czgéci tego punktu.

Przyklad 11.2.2

W matroidzie Fano F3 o elementach {1,2,...,7} (zobacz rysunek 9.3 na
str. 176) okreslimy wagg elementu ¢ wzorem w (i) = (i*> mod 6) + 1. Po-
niewaz r6zne elementy moga mie¢ t¢ sama wage, to elementy matroidu moga
by¢ uporzadkowane rosnaco na rézne sposoby, na przyktad:
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1. (6,5,7,1,3,2,4),
2. (6,5,1,7,3,2,4),
3. (6,7,1,5,3,4,2).

Wybieramy baze o najmniejszej wadze. Przy pierwszym i drugim uporzadko-
waniu minimalng baze tworzg trzy pierwsze elementy, czyli By = {5,6,7}
oraz By = {1, 5, 6}. Przy uporzadkowaniu trzecim element 1 bedacy na trze-
ciej pozycji nalezy do o (6, 7), wiec musi by¢ pominiety i wziety element 5.
StE}d Bg =B 1.

Algorytm Huffmana

Algorytm Huffmana®! jest metoda bezstratnej kompresji danych, opra-
cowana w 1952 roku. Mimo Ze nie jest zbyt efektywny, stosuje si¢ go
ze wzgledu na prostote oraz brak ograniczei patentowych. Jest przy-
ktadem algorytmu zachtannego.

Z symboli utworzony jest ciag skoniczony (tekst) 7. Stowa kodowe
o dlugosci k bitow (znakéw 0 i 1) kazde wystarczajg do zakodowa-
nia 2F symboli. Na przyktad powszechnie stosowany o§miobitowy kod
ASCII wystarcza na zakodowanie 128 symboli. Nie jest jednak ko-
nieczne, aby stowa kodowe byly jednakowej dtugosci.

Zal6zmy, ze kazdemu symbolowi przypisujemy s € S i przyporzadko-
wujemy wage w (s). Niech b (s) bedzie liczbg bitéw stowa kodujacego
symbol s. Kodowanie Huffmana polega na utworzeniu stéw kodowych
o niejednakowej dlugosci w taki sposéb, aby Srednia wazona
i=1 b (si) w(s:)
im1w (s:)

byta najmniejsza. Jesli za wage w (s;) przyjmiemy prawdopodobieri-
stwo p; wystepowania symbolu s; w ciaggu 7, to L okreS§lone wzo-
rem (11.2.2) jest wartoScig oczekiwang dtugosci stowa kodowego:

W = (11.2.1)

n

L=> b(si)p(si), (11.2.2)

i=1
gdyz mianownik prawej strony wzoru (11.2.1) jest réwny 1 (patrz do-
datek A.5).

Algorytm Huffmana:

1. Tworzymy liste drzew binarnych, ktére w wierzchotkach prze-
chowuja pary: (s;, p;). Na poczatku drzewa sktadajg sie wylacz-
nie z korzenia.
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2. Jesli na liscie jest wiecej niz jedno drzewo, powtarzamy: usuwa-
my z listy dwa drzewa o najmniejszym prawdopodobieristwie
zapisanym w korzeniu. Wstawiamy nowe drzewo, w ktérego
korzeniu jest suma prawdopodobieristw usunigtych drzew, na-
tomiast one same staja si¢ jego lewym i prawym poddrzewem.
Korzeni drzewa nie przechowuje symbolu.

3. Drzewo, ktére pozostanie na liScie, jest nazywane drzewem Huf-
fmana — prawdopodobieristwo zapisane w korzeniu jest réwne 1,
natomiast w lisciach drzewa zapisane sg symbole.

Algorytm Huffmana nie okresla, w jakiej kolejnoSci wybiera¢ drze-
wa z listy, jesli majg takie samo prawdopodobienstwo. Nie jest réw-
niez okreslone, ktére z usuwanych drzew ma stac si¢ lewym badz pra-
wym poddrzewem. Jednak bez wzgledu na przyjete rozwigzanie war-
to$¢ oczekiwana diugosci kodu pozostaje taka sama.

Na podstawie drzewa Huffmana tworzone sg stowa kodowe wedtug na-
stepujacego algorytmu:

1. Kazdej lewej krawedzi drzewa przypisujemy 0, prawej 1 (mozna
oczywiscie odwrotnie).

2. Przechodzimy w glab drzewa od korzenia do kazdego liScia
(symbolu): jesli idziemy w prawo, dopisujemy do kodu bit o war-
tosci 1; jesli idziemy w lewo, dopisujemy do kodu bit o warto-
$ci 0.

Dtugos¢ stowa kodowego jest rowna gtebokosci symbolu w drzewie.

Przyklad 11.2.3

Cztery symbole a, b, c, d wystepujace z prawdopodobienstwami:
a ‘ b ‘ c ‘ d
0.1 \ 0.2 \ 0.3 \ 0.4

Proces budowy drzewa kodowego przedstawiony jest na rysunku 11.2. Kody
znakow:

e a = 000,
e b =001,
e c=01,
e d=1.

Warto$¢ oczekiwana dlugosci stowa kodowego wynosi:

3-01+3-0242-03+1-04=1.9.
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Cztery symbole — cztery drzewa sktadajace si¢ tylko z korzeni:

0.1 0.2 0.3 0.4
a b c d

Faczymy korzenie z symbolami a oraz b:

0.3 0.3 0.4
c d

0.1 0.2
a b

Laczymy korzenie (a, b) oraz c:

0.6 0.4
d
0.3 0.3
c
0.1 0.2
a b

Laczymy korzenie ((a,b) , ¢) oraz d:

1.0
0.6 0.4
d
0.3 0.3
c
0.1 0.2
a b

Rysunek 11.2. Budowa drzewa kodowego w algorytmie Huffmana

Wigcej o algorytmie Huffmana i algorytmach na nim opartych mozna
znalez¢ w ksigzkach [6] i [8].

Pozostaje pytanie, kiedy algorytm zachlanny jest optymalny. Z twier-
dzenia 11.2.1 wiadomo, ze dla dowolnych funkcji wagi jest tak dla ma-
troidéw. Rzad matroidu jest funkcja submodularng. Mocniejsza wia-
snoscig jest modularno$¢ funkcji. Funkcja ¢ (A), A C FE, jest modu-
larna, gdy spetnia réwnos¢:

c(AUB)=c(A)+c¢(B)—c(ANB).
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Mocna Mocng wlasno$¢ wymiany sformulujemy nastepujaco. Dla kazdego

wlasnos¢ A € F, maksymalnego B € F, A C B,x € E\ B, AUx € F

wymiany istnieje v € B\ Ataki, ze AUy € Foraz (B\y)Ux € F.
Wiasnosé 11.2.1

Greedoid 7 przyktadu 11.1.1 ma mocng wtasnos¢ wymiany.

O optymalnosci algorytmu zachtannego mowi ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 11.2.2

Niech (E, F) bedzie greedoidem. Algorytm zachtanny znajduje zbior
F C F o maksymalnej wadze dla dowolnej modularnej funkcji w :
F — RT wtedy i tylko wtedy, gdy greedoid ma mocng wlasnosé wy-
miany.

Waga zbioru krawedzi grafu nieskierowanego okres§lona jako suma
wag jego krawedzi jest funkcja modularng. Z twierdzenia 11.2.2 i wia-
snoSci 11.2.1 wynika wiec optymalno$¢ algorytmu Prima.

11.3. Zadania

11.1. Pokazaé, ze para (E, F) skonstruowana w przyktadzie 11.1.2 jest
greedoidem.

11.2. Niech A bedzie macierza o n wierszach i m kolumnach o nie-
ujemnych elementach. Uzasadni¢, ze suma m elementéw macierzy
wybranych za pomocg algorytmu 11.2.1 takich, ze z i-tej kolumny,
1 <7 < m, moze by¢ tylko jeden element, jest najwicksza.

11.3. Niech A bedzie macierzg kwadratowa n X n o nieujemnych ele-
mentach. Wybrane elementy musza si¢ znajdowaé w réznych wier-
szach i r6znych kolumnach. Uzasadni¢, ze algorytm zachtanny nie mu-
si by¢ optymalny.

11.4. Uzasadnic stwierdzenie z przykiadu 11.1.3.

11.5. Zbudowa¢ drzewo kodowe Huffmana, gdy symbole a, b, ¢, d wy-
stepuja z prawdopodobienstwami:
a ‘ b ‘ c ‘ d
0.1]01]01]07"

i obliczy¢ wartos¢ oczekiwang L stowa kodowego.
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11.6. Zbudowac drzewo kodowe Huffmana dla pigciu symboli i praw-
dopodobienstw:

11.7. Zbudowa¢ drzewo kodowe Huffmana, gdy wszystkie z pigciu
symboli maja to samo prawdopodobiefistwo.
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Skorowidz

A

aksjomat wymiany, 207
alfabet, 206
algorytm
rozwigzywania réwnania
rekurencyjnego, 75
Dijkstry, 155
Fleuryego, 121
Huffmana, 209
Kruskala, 153, 208
najblizszego sasiada, 153
najkrotszej drogi, 155
Prima, 153, 208, 212
przeszukiwania
w glab, 150
wszerz, 149
zachlanny, 154, 207
antylancuch, 14
antymatroid, 205
atom kraty, 172, 173, 176, 178

B

baza
cykli, 134
greedoidu, 203
matroidu, 181, 186
systemu zachfannego, 203
bijekcja, 27, 30
blok, 54, 57

C
centroid, 138
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centrum, 107, 138
charakterystyka ciata
skonczonego, 170
cialo
binarne, 170
Galois, 170
skonczone, 169
wielomiandéw, 170
ciag
arytmetyczny, 17
geometryczny, 17
rekurencyjny, 17
zréwnowazony, 80
ciecie
grafu, 127, 131, 135
minimalne, 131, 194
cieciwa grafu, 134

cykl
Eulera, 120, 122, 144
grafu, 86

Hamiltona, 122
matroidu, 182, 186
permutacji, 33, 37
prosty, 87

D
dendryt, 131

diagram
Ferrersa, 68
Hassego, 12
digraf, 88
prosty, 88
silnie spojny, 125

dlugos¢
cyklu, 86
permutacji, 33, 37
drogi, 86
stowa kodowego, 210
dopetnienie
algebraiczne, 264
grafu, 107, 144
dren, 157
droga, 86
Eulera, 120, 144
Hamiltona, 122
minimalna, 152
prosta, 86
drogi
krawedziowo rozlaczne, 128
wierzchotkowo roztaczne, 128
drzewo, 87, 112, 115, 129
binarne, 16, 136
Huffmana, 210
przeszukiwan, 149
puste, 16, 136
spinajace, 131, 135, 186
minimalne, 152
dziedzina funkgji, 27

E

element
maksymalny, 12
minimalny, 12
najmniejszy, 12
najwiekszy, 12

elementy poréwnywalne, 12
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F

fundamentalny zbidr
cie¢, 135
cykli, 134
funkgja, 27, 28, 57
charakterystyczna, 263
chromatyczna, 114
modularna, 211
na, 27, 66
rozpiecia, 184
réznowarto$ciowa, 27, 29
rzedu, 184
submodularna, 184, 211
tworzaca, 72
rzad, 196
wykladnicza, 72
wymierna, 265

G

galaz drzewa, 134
generator Fibonacciego, 23
generowanie
podzbioréw, 49
podziatéw zbioru, 55
geometria
afiniczna, 178, 185
rzutowa, 175, 185, 197
graf, 85
acykliczny, 87, 129, 157
bichromatyczny, 112
dualny, 194
dwudzielny, 105, 106, 112,
114, 123, 142, 162
regularny, 163
eulerowski, 120, 125, 144
hamiltonowski, 122, 144
krawedziowy, 114
kubiczny, 105
k-kolorowalny, 111
nieskierowany, 86, 152
niezorientowany, 86
orientowalny, 125
pelny, 104, 112, 123, 132,
137, 144
dwudzielny, 106, 144
Petersena, 105, 107, 112,
118
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planarny, 108, 109, 113,
194
plaski, 108
poteulerowski, 120, 144
pothamiltonowski, 144
prosty, 86, 114, 137
regularny, 105
silnie spdjny, 87
skierowany, 88, 122, 125
spdjny, 87, 101, 106, 120,
122,127,129, 137
krawedziowo, 127
wazony, 152
zorientowany, 88, 122, 125
greedoid, 203, 205
przeszukiwan
tukéw, 206
wierzchotkdow, 206
grupa, 31
abelowa, 32, 169, 199
addytywna, 169
multiplikatywna, 169
permutacji, 33
przemienna, 169
skonczona, 169
gwiazda, 87

H
H-przepltyw, 199

I
iloczyn
kartezjanski, 262
zbioréw, 262

indeks chromatyczny, 113, 118

indykator, 263
iniekcja, 27
inwersja permutacji, 35, 42
izomorfizm
cial skonczonych, 170
drzew, 136
grafow, 102

J
jezyk, 206
prosty, 206
zachtanny, 206, 207

Skorowidz

K

klasa abstrakeji, 55, 263
klika grafu, 107
kobaza, 193
kocykl, 131, 193
kod
Graya, 48, 122
Huffmana, 209
Prufera, 132, 145, 243
kodrzewo, 131
kombinacje, 44
kongruencja, 262
konkatenacja, 206
kopetla, 193
korzen, 16, 87
krata, 14, 178
podprzestrzeni, 172
rozdzielna, 14
zupetna, 14
krawedzie
réwnolegle, 86
sasiednie, 89
wielokrotne, 86
krawedz, 86, 98, 106, 109, 113,
136, 140
kres
dolny, 14
gorny, 14
krok indukcyjny, 9, 11
krotnos¢ elementu, 50
kwantyfikator
ogodlny, 261
szczegblowy, 261

L

las, 129

spinajacy, 131, 186

minimalny, 152

lemat o usciskach dloni, 90
liczba

u, 191

chromatyczna, 111, 118

cyklomatyczna, 131

nieporzadkéw, 62
liczby

Bella, 66, 82

Catalana, 80, 136
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Fibonacciego, 20, 25, 46,
75,79, 100
uogdlnione, 23
harmoniczne, 10, 17, 40
Lucasa, 25
Stirlinga
cykliczne, 39
drugiego rodzaju, 63,
71, 147
nieoznakowane, 39
pierwszego rodzaju, 38,
45,52
podzbiorowe, 63
liczno$¢ zbioru, 51
lis¢, 87, 89, 138

L

tancuch, 14
koniec, 14
nienasycony, 159
poczatek, 14

tuk, 88, 125

tuki wielokrotne, 88

M

macierz, 264
cykli, 94, 117, 135, 136
fundamentalna, 135
incydencji, 190
grafu, 91, 104, 116
grafu skierowanego, 93
sasiedztwa, 97, 98, 116,
117,125
stopni, 101
transponowana, 96
wag, 152
Matlab, 91
matroid, 181
baz, 181
bicykliczny, 188
binarny, 184, 186, 187
cykli, 182, 194
dualny, 192
Fano, 186, 193
grafowy, 186, 194
jednorodny, 184, 197
macierzowy, 185

Kup ksigzke

ograniczenie, 186
reprezentowalny, 184
rozpiec, 183
$ciagniecie, 186
transwersalny, 192
trywialny, 184
wolny, 184
z funkeja rzedu, 182
zbioréw niezaleznych, 182
Maxima, 234
metryka, 107
minor
grafu, 108
matroidu, 187
moc zbioru skonczonego, 27
most, 121, 127, 129
multigraf, 86
skierowany, 88
multizbidr, 50

N

nastepnik

lewy, 136

prawy, 136
nieporzadek, 62
nierownosc

Bernoulliego, 24

Weierstrassa, 24
niezalezno$¢ liniowa, 263
niezawodnos¢, 199
niezmiennik

izomorfizmu, 197

Tutte’a-Grothendiecka, 198
nos$nik

jezyka, 206

stowa, 206

o

obraz zbioru, 27
obszar grafu, 109
obwod grafu, 87
Octave, 91
odlegtos¢, 263
odlegto$¢ miedzy
wierzchotkami, 107, 138
ograniczenie
matroidu, 186

287

ograniczenie zbioru
dolne, 14
gorne, 14
orientacja grafu, 125

P

permanent macierzy, 35, 140
permutacja, 30
bez punktow statych, 62
cykliczna, 33
element neutralny, 33
identycznosciowa, 32
nieparzysta, 35
odwrotna, 33
parzysta, 35
transpozycja, 35
zapis znormalizowany, 38
petla, 89, 96
grafu, 86, 88, 98
matroidu, 182
petle wielokrotne, 86, 88
pierécien skonczony, 169
plaszczyzna
afiniczna, 178
Fano, 176, 186
rzutowa, 176, 177
podgraf, 91
podloga, 18
podmacierz, 264
podstawa indukgji, 9
podzial
liczby, 67
sprzezony, 68
zbioru, 54
pokrycie
krawedziowe grafu, 141
wierzchotkowe grafu, 141
porzadek
czg$ciowy, 11, 24
leksykograficzny, 50
liniowy, 12
potega
kroczgca, 28
przyrastajaca, 28, 30, 51,
52,64,78
ubywajaca, 28, 29, 31, 38,
44, 64
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problem kojarzenia
matzenstw, 143, 190

promien

drzewa, 139

grafu, 107

zbieznosci, 265
przeciwdziedzina funkeji, 27
przeciwobraz zbioru, 27, 57
przekroj, 158

minimalny, 158

normalny, 158
przeplyw, 157
przepustowos¢, 158
przestrzen

liniowa, 171

metryczna, 107, 263
pseudolas, 188

Q

g-analog, 175
trojkata Pascala, 180

R

regula
sumowania po gérnym
indeksie, 53
sumowania réwnolegtego,
53
rekurencja, 15
relacja, 11, 27
antysymetryczna, 11
przechodnia, 11
przystawania, 262
réwnowaznosci, 54, 178
symetryczna, 54
zwrotna, 11
rodzina
baz, 181
cykli, 182, 183
osiggalna, 203
zbioréw niezaleznych, 182,
183
rozdrobnienie podziatu, 55
rozklad permutacji na cykle,
33, 39,42
rozpiecie zbioru, 183
réwnanie charakterystyczne, 21
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réwnanie rekurencyjne, 17, 75
liniowe, 19
jednorodne, 19
o stalych
wspolczynnikach, 19
rzedu k, 19
réznica
symetryczna, 88, 186, 262
zbioréw, 262
rzad
ciecia, 135
cyklicznosci, 131, 134
geometrii rzutowej, 176
grafu, 131
grupy, 169, 199
grupy skonczonej, 199
macierzy, 191, 264
cykli, 136
matroidu, 182
permutacji, 34, 42
zbioru, 182, 203

S

Scilab, 91
sie¢, 158
przeplywowa, 157
silnia, 15, 31, 39, 43, 174
dolna, 28, 29, 31, 38, 44,
62, 64
gorna, 28, 30, 51, 52, 64, 78
skierowanie grafu, 125
sktadowa
silnie spdjna, 91
spojna, 91
skojarzenie, 140
doskonate, 140
maksymalne, 140, 162
pelne, 140
stowo
kodowe, 209
proste, 206
splot, 73
Fibonacciego, 79
spdjnosc¢
krawedziowa, 127
wierzchotkowa, 127
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stopient wierzchotka, 89, 90,
112,137,138
wejéciowy, 90, 94, 122
wyjsciowy, 89, 94, 122
strumien, 157
maksymalny, 158
sufit, 18
suma
prosta matroidéw, 187
zbioréw, 262
surjekcja, 27
symbol
Gaussa, 174
Newtona, 44, 174
system
osiggalny, 203
zachlanny, 203, 207
szereg
formalny, 72
odwrotny, 74
potegowy, 265, 266
S
$ciana grafu, 109
$ciagniecie
krawedzi, 108, 114
matroidu, 186
$ciek, 157
$rednia
teoretyczna, 266
wazona, 209, 266
$rednica
drzewa, 139
grafu, 107

T

tekst, 209
tozsamos¢
Cassiniego, 21
Cauchyego, 47
transwersala, 189
czesciowa, 189
trojkat Pascala, 46
turniej, 125
twierdzenie
Brooksa, 112
Cauchyego, 38
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Cayleya, 132
Diraca, 124
Eulera, 109
Fermata, 53
Forda-Fulkersona, 128, 159
Gallaia, 141
Halla, 143, 190
Koniga, 114, 142
Kuratowskiego, 108
Landaua, 126
Maclaurina, 265, 266
Mengera, 128, 164
Meyniela, 126
o czterech barwach, 113
o kojarzeniu malzenstw,
142

Orego, 124
Redeiego, 125
Rado, 192
Rado-Edmondsa, 208
Robbinsa, 126
Thomassena, 126
Vizinga, 112, 113

typ permutacji, 33, 37, 38, 42

U

ujscie, 157, 162
ulamki proste, 265
usuniecie
krawedzi, 108, 114
wierzchotka, 108

w

waga
elementu, 207
krawedzi, 152
symbolu, 209
wierzchotka, 138
zbioru, 207
warstwa, 178, 263
warstwy funkgji, 57
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wartos$¢ oczekiwana, 209, 266

warunek
brzegowy, 19
poczatkowy, 11

wejscie, 157, 158

wektor, 263

wielomian
chromatyczny, 114, 118,

198, 200

nierozktadalny, 170, 179
przeplywowy, 200
Tutte’a, 196

wierzcholek, 86, 98, 105, 109,

111, 136, 140
centralny, 138, 147
centroidalny, 138, 147

incydentny z krawedzia, 89

izolowany, 89, 92
koncowy, 89
rozcinajacy, 127
wiszacy, 138
wierzchotki
incydentne, 88, 89
sasiednie, 89, 137
wiasnos¢
przedziatowa, 205
Steinitza, 181
wymiany, 181
mocna, 212
wspotczynnik
dwumianowy, 44, 77
wielomianowy, 47
wyijscie, 158
wymiar
geometrii rzutowej, 176
warstwy, 178
wysokos¢ drzewa, 87
wyznacznik, 36, 264
WZOr
Cayleya, 147, 244
dwumianowy, 44

289

Newtona, 44
Robbinsa, 31
Stirlinga, 31

Z

zasada
indukcji matematycznej,
9,11
maksimum, 13
minimum, 13
szufladkowa Dirichleta, 55
uogdlniona, 58
wlaczania-wytaczania, 59
zbidér
cze$ciowo uporzadkowany,
11
domkniety, 183
krawedzi, 86, 114, 186
tukow, 88
niezalezny, 182, 203
permutacji, 31, 33
rozdzielajacy
graf spojny, 127
wierzcholki, 128
rozspajajacy
graf spojny, 127
wierzcholki, 128
wewnetrznie stabilny, 140
wierzchotkdw, 86, 114
wykonalny, 203
z powtdrzeniami, 50
ztoty podzial, 22
zlozenie
permutacji, 32, 35
transpozycji, 36
zmienna losowa, 266
znak permutacji, 35, 37

-

Z
zrddlo, 157, 162
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o definicje matematyki dyskretnej pewien student
Politechniki Gdanskiej odpowiedziat, ze jest to dziat matematyki, ktéry ,dyskretnie wciska sig, gdzie sie
da”. Cho¢ prawdopodobnie nie o taka odpowiedz chodzito pytajacemu, z pewnoscia jest w niej troche
prawdy. Z matematyka dyskretng mamy obecnie do czynienia dostownie wszedzie, poniewaz wszedzie
obecna jest informatyka, ktéra wykorzystuje wiele pojec i konstrukeji powstatych wtasnie dzieki temu
stosunkowo mato znanemu dziatowi krélowej nauk.

to zbiorcza nazwa réznych dziatéw matematyki zajmujacych
sie badaniem struktur nieciggtych, a wiec takich, ktére w naturalny sposéb znajduja zastosowanie
w informatyce. Kryptografia, teoria gier i teoria graféw — to tylko niektére z dziatéw matematyki
dyskretnej praktycznie wykorzystywane przez wielu programistéw w codziennej pracy. A jesli doda
sie do nich takie zagadnienia jak rekurencja czy algorytmy zachtanne, potrzeba zrozumienia podstaw
tego dziatu matematyki staje sie chyba jasna dla wszystkich adeptéw informatyki.

powstat na bazie doswiadczen autoréw w prowadzeniu zajec z matematyki
dyskretnej, teorii graféw i algorytmow kombinatorycznych na Politechnice Wroctawskiej, na Wydziale
Podstawowych Probleméw Techniki, na Uniwersytecie Ekonomicznym w Poznaniu, na Wydziale
Informatyki i Gospodarki Elektronicznej, oraz w Panstwowej Wyzszej Szkole Zawodowej im. Witelona
w Legnicy, na Wydziale Nauk Technicznych i Ekonomicznych. Zajecia byty prowadzone dla studentéw
informatyki, a takze dla tych z kierunku informatyka i ekonometria. | to przede wszystkim dla studentéw
kierunkéw informatycznych przeznaczona jest ta ksigzka. Zawiera ona réwniez wiadomosci bardziej
zaawansowane, przydatne dla doktorantéw i zaawansowanych programistéw, ktérym daje teoretyczne
podstawy do studiowania algorytmoéw.

Indukcja i rekurencja
Rozmieszczenia i permutacje
Kombinacje i podziaty

Grafy i drzewa

Algorytmy grafowe

Struktury kombinatoryczne
Systemy i algorytmy zachfanne
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