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ROZDZIAL 2.
Gospodarka dwustanowa

Finanse, jako dziedzina empiryczna, daza do uzyskania konkretnych odpowiedzi, takich jak ustalenie
wlasciwej wartosci danego papieru warto$ciowego czy optymalnej liczby posiadanych akgji.
— Darrell Duffie (1988)

Pojecie arbitrazu ma kluczowe znaczenie dla wspolczesnej teorii finansow.

— Delbaen i Schachermayer (2006)

Analiza przedstawiona w tym rozdziale jest oparta na najprostszym modelu gospodarki, ktory
jest jednak wystarczajaco bogaty, aby wprowadzi¢ wiele waznych pojec i koncepcji finanséw: go-
spodarce z dwoma istotnymi punktami w czasie i tylko dwoma niepewnymi stanami przyszlymi.
Pozwala nam to réwniez na przedstawienie niektdrych waznych wynikéw w tej dziedzinie, takich
jak fundamentalne twierdzenia wyceny aktywow, ktére s3 omawiane w tym rozdziale'.

Wybrany prosty model jest srodkiem ulatwiajacym formalne wprowadzenie czasami do$¢ abs-
trakcyjnych poje¢ matematycznych i idei finansowych przez unikanie jak najwigkszej liczby szcze-
gotow technicznych. Kiedy te idee zostang rozwinigte i dobrze zrozumiane, przejscie do bardziej
realistycznych modeli finansowych zwykle okazuje si¢ bezproblemowe.

Ten rozdzial porusza gtéwnie nastepujace kluczowe tematy z dziedziny finanséw, matematyki
i programowania w Pythonie:

Finanse Matematyka Python

(zas Liczby naturalne N int, type

Pieniadze (waluta) Liczby rzeczywiste R float

Przeptywy pieniezne Krotka tuple, 1ist

Zysk, odsetki Liczby rzeczywiste R abs

Warto$¢ biezaca (netto) Funkcja def, return

Niepewnos¢ Przestrzeri wektorowa IR? NumPy, ndarray, np.array

! Szczegétowe informacje na temat fundamentalnych twierdzen wyceny aktywéw mozna znalez¢é w przetomo-
wych pracach Harrisona i Krepsa (1979) oraz Harrisona i Pliski (1981).
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Finanse Matematyka Python

Aktywa finansowe Proces ndarray, tuple
Ryzyko Prawdopodobieristwo, przestrzen stanéw, ndarray
zhiér potegowy, odwzorowanie

Oczekiwanie, oczekiwany zysk lloczyn skalarny np.dot

Imiennos$¢ Wariangja, odchylenie standardowe np.sqrt

Roszczenia warunkowe Zmienna losowa np.arange, np.maximum,
plt.plot

Replikacja, arbitraz Réwnania liniowe, posta¢ macierzy ndarray(2d),
np.linalg.solve,np.dot

Zupetnos¢, papiery wartosciowe Niezaleznos¢ liniowa, rozpietos¢ np.linalg.solve

Arrowa-Debreu

Wycena martyngatowa Martyngat, miara martyngatowa np.dot

$rednia-wariangja Oczekiwanie, wariancja, odchylenie standardowe np.linspace, .std(), [x for
y in z]

Gospodarka

Pierwszym elementem modelu finansowego jest idea gospodarki. Gospodarka jest abstrakcyj-
nym pojeciem, ktére obejmuje inne elementy modelu finansowego, takie jak aktywa (rzeczowe,
finansowe), agenci (ludzie, instytucje) czy pienigdze. Podobnie jak w $wiecie rzeczywistym, go-
spodarki nie mozna zobaczy¢ ani dotkng¢. Nie mozna jej réwniez formalnie bezpo$rednio mo-
delowa¢ — mozliwo$¢ uzycia skroconego terminu upraszcza komunikacje. Te poszczegélne ele-
menty modelu razem tworza gospodarke?.

Aktywa rzeczowe

W gospodarce dostepnych jest wiele aktywéw rzeczowych, ktére moga by¢ wykorzystane do
réznych celéw. Sktadnikiem aktyw6w rzeczowych moze by¢ kurze jajo lub skomplikowana ma-
szyna do produkgji innych aktywdéw rzeczowych. W tym momencie nie jest istotne, kto np. wy-
twarza aktywa rzeczowe lub kto jest ich wlascicielem.

Agenci

Agenci mogg by¢ postrzegani jako indywidualne istoty ludzkie aktywne w gospodarce. Moga
oni by¢ zaangazowani w produkcje aktywow rzeczowych, ich konsumpcje lub handel nimi.
Przyjmuja i wydaja pienigdze przy dokonywaniu transakcji. Agentem moze by¢ réwniez insty-
tucja taka jak bank, pozwalajgca innym agentom deponowa¢ pienigdze, od ktérych nastepnie
placi odsetki.

* Bardziej formalne ujecie pojecia gospodarki jest przedstawione w rozdziale 5.
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(zas

Dzialalno$¢ gospodarcza, podobnie jak obrdt aktywami rzeczowymi, ma miejsce tylko w kon-
kretnych punktach w czasie. Formalnie rzecz ujmujac, odbywa si¢ to dla punktu w czasie ¢ € 0,
1,2,3, ... lubt € No. W dalszej czeéci rozwazan istotne bedg tylko dwa punkty w czasie: t =01 ¢
= 1. Najlepiej interpretowac je jako dzis i za rok od dzis, cho¢ niekoniecznie jest to jedyna inter-
pretacja istotnego przedziatu czasowego. W wielu kontekstach mozna réwniez my$le¢ o dniu
dzisiejszym i jutrzejszym. W kazdym razie w teorii finanséw, jesli istotne sg tylko dwa punkty
w czasie, mOéwimy o gospodarce statycznej.

Typ danych Pythona reprezentujacy liczby naturalne N to int (od ang. integers, czyli liczby cat-
kowite?®). Na liczbach catkowitych mozna wykonywac typowe operacje arytmetyczne, takie jak
dodawanie, odejmowanie, mnozenie:

In[1]:1+3 @
Out[1]: 4
Inf2:3*4 @
Out[2]: 12
In[3:t=0@
mil:t@®
Out[4]: 0
In[51:t=1@
In [6]: type(t) @
Out[6]: int

@ Dodawanie dwéch wartosci catkowitych.

@ Mnozenie dwoch wartosci catkowitych.

e Przypisanie wartosci 0 do zmiennej o nazwie t.
O Wypisanie wartoéci zmiennej t.

(5 ) Przypisanie zmiennej t nowej wartosci 1.

@ Wyszukanie i wypisanie typu danych Pythona dla zmiennej t.

Pienigdze

W gospodarce pieniadz (lub waluta) jest dostepny w nieograniczonym zakresie. Jest tez nieskon-
czenie podzielny. O pienigdzu i walucie nalezy mysle¢ wylacznie w kategoriach abstrakcyjnych,
a nie w kategoriach gotowki (fizycznych monet lub banknotow).

Pienigdz zasadniczo stuzy w gospodarce jako numeraire, w tym sensie, ze warto$¢ jednej
jednostki pienigdza (USD, EUR, GBP itd.) jest znormalizowana do doktadnie 1. W takich

? Szczegdlowe informacje na temat standardowych typéw danych w Pythonie mozna znalezé w dokumentacji
Built-in Types (https://oreil.ly/YTWep).
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jednostkach wyrazane sg ceny wszystkich innych débr, ktére sg utamkami lub wielokrotnosciami
takich jednostek. Formalnie jednostki waluty s reprezentowane jako (nieujemne) liczby rzeczy-
wiste ¢ € R .

W Pythonie standardowym typem danych uzywanym do reprezentowania liczb rzeczywistych R
jest float (od ang. floating point numbers, co oznacza liczby zmiennoprzecinkowe). Podobnie
jak typ int, dopuszcza on m.in. wykonywanie typowych operacji arytmetycznych, takich jak do-
dawanie i odejmowanie:

In [7]:
OQut[7]:

In [8]: 10.5-2 @
Out[8]: 8.5

In[9]: c=2+0.75 @

In [10]: c @
OQut[10]: 2.75

In [11]: type(c) @
Out[11]: float

@ Dodawanie dwéch liczb.

@ Odejmowanie dwoch liczb.

© Przypisanie wyniku dodawania do zmiennej c.

O Wypisanie wartoéci zmiennej c.

© Wyszukanie i wypisanie typu Pythona dla zmiennej c.

Pienigdz oprdcz tego, ze pelni funkcje numeraire, pozwala agentom kupowa¢ i sprzedawacé ak-
tywa rzeczowe oraz przechowywac warto$¢ w czasie. Te dwie funkcje opieraja si¢ na zaufaniu, ze
pieniadz rzeczywiécie ma wewnetrzng warto$¢ zaréwno dzis, jak i za rok. Ogdlnie rzecz biorac,
przektada sie to na ufnoé¢ w to, ze osoby i instytucje sg skfonne akceptowa¢ pienigdze zaréwno
dzi$, jak i w przysztosci w ramach dowolnej transakcji. Funkcja numeraire jest niezalezna od tego
zaufania, poniewaz jest to jedynie operacja liczbowa.

Przeptywy pieniezne

Pofaczenie czasu z walutg prowadzi do pojecia przeplywu pieni¢znego. Rozwazmy projekt in-
westycyjny, ktéry wymaga dzi$ zainwestowania, powiedzmy, 9,5 jednostek walutowych, a po
roku zwraca 11,75 jednostek walutowych. Inwestycja jest zwykle uwazana za wyptyw $rodkow
pienieznych i czgsto przedstawia sie ja jako ujemna liczbe rzeczywista, ¢ € R, lub konkretnie
¢ =-9,5. Zwrot z inwestycji to wplyw gotéwki i tym samym dodatnia liczba rzeczywista, ¢ € Rs,,
czyli w tym przykladzie ¢ = +11,75.

Aby wskaza¢ punkty w czasie, w ktorych wystepuja przeptywy pieniezne, stosuje si¢ indeks cza-
sowy: w tym przykladzie ¢;- o = -9,51 ¢;-1 = 11,75 lub w skrécie ¢y = -9,51 ¢; = 11,75.
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Dwa przeplywy pieniezne (teraz i za rok) sg przedstawiane matematycznie jako para uporzad-
kowana (krotka 2-elementowa), ktéra taczy dwa odpowiednie przeptywy pieniezne w jeden obiekt:
c€ER?zc=(cc1)icoc ER.

W Pythonie dostgpnych jest wiele struktur danych pozwalajacych na modelowanie takiego
obiektu matematycznego. Dwie najbardziej podstawowe to tuple (krotka) i 1ist (lista). Obiekty
typu tuple s3 niemutowalne, co oznacza, ze nie mozna ich zmienia¢ po utworzeniu, natomiast
obiekty typu Tist sa mutowalne i mogg by¢ zmieniane po ich utworzeniu. Oto przykiad obiektow
typu tuple (oznaczanych nawiasami):

In [12]: c0 = -9.5 @
In [13]: cl = 11.75 @
In [14]: ¢ = (c0, c1) @

In [15]: ¢ @
Out[15]: (-9.5, 11.75)

In [16]: type(c) @
Out[16]: tuple

In [17]: c[0] @
Out[17]: -9.5

In [18]: c[1] @
Out[18]: 11.75

@ Zdefiniowanie dzisiejszego wyptywu $rodkow pienieznych.
@ Zdefiniowanie wptywu srodkéw pienieznych rok pozniej.
© Zdefiniowanie obiektu c typu tuple (zwré¢ uwage na uzycie nawiasow).
O Wypisanie pary przeptyw6w pienieznych (zwré¢ uwage na nawiasy).
© Wyszukanie i wyswietlenie typu obiektu c.
@ Uzyskanie dostepu do pierwszego elementu obiektu c.
@ Uzyskanie dostepu do drugiego elementu obiektu c.
A teraz przyktad obiektu 1ist (w nawiasach kwadratowych):
In [19]: ¢ = [c0, c1] @

In [20]: ¢ @
Out[20]: [-9.5, 11.75]

In [21]: type(c) ©
Out[21]: Tist

In [22]: c[0] @
Out[22]: -9.5

In [23]: c[1] @
Out[23]: 11.75

Przeplywy pienigzne | 31
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In [24]: c[0] = 10 @

In [25]: c @
out[25]: [10, 11.75]

@ Zdefiniowanie obiektu ¢ typu 1ist (zwré¢ uwage na uzycie nawiaséw kwadratowych).
@ Wypisanie pary przeptywéw pienieznych (zwré¢ uwage na nawiasy kwadratowe).

© Wyszukanie i wyéwietlenie typu obiektu c.

O Uzyskanie dostepu do pierwszego elementu obiektu c.

@ Uzyskanie dostepu do drugiego elementu obiektu c.

@ Nadpisanie wartoéci na pierwszej pozycji indeksu w obiekcie c.

@ Wyswietlenie powstatych zmian.

Zysk

Rozwazmy projekt inwestycyjny o przeplywach pienieznych ¢ = (co, c1) = (-10, 12). Zysk R € R
z projektu to suma przeplywéw pienieznych R = ¢ + ¢; = -10 + 12 = 2. Stopa zwrotu, r € R, to zysk,
R, podzielony przez |co|, czyli przez warto$¢ bezwzgledna dzisiejszych nakladéw inwestycyjnych:
R -10+12 2 _ 02
"TllT T 10 10
W Pythonie sprowadza si¢ to do prostych operacji arytmetycznych:
In [26]: c = (-10, 12) @
In [27]: R = sum(c) @

In [28]: R ©
Out[28]: 2

In [29]: r = R / abs(c[0]) @

In [30]: r @
Out[30]: 0.2

@ Zdefiniowanie pary przeplywow pienieznych jako obiektu tuple.

@ Obliczenie zysku R przez zsumowanie wszystkich elementow c i...

© ...wypisanie wyniku.

O Obliczenie stopy zwrotu r za pomoca funkgji abs (x), podajacej wartos¢ bezwzgledna x, i...

© ...wypisanie wyniku.

Odsetki

Istnieje réznica miedzy przeplywem pieni¢znym dzisiaj a przeptywem pienieznym za rok. Roz-
nica ta wynika z odsetek, ktore zarabia si¢ na jednostkach walutowych lub ktére trzeba zaplaci¢,
aby pozyczy¢ jednostki walutowe. Odsetki w tym kontekscie to cena, jaka trzeba zaptaci¢ za po-
siadanie kontroli nad pieniedzmi nalezacymi do innego agenta.
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Agent posiadajacy jednostki walutowe, ktorych nie potrzebuje w danej chwili, moze je zdepono-
waé w banku lub pozyczy¢ innemu agentowi, aby zarobié na odsetkach. Jesli agent potrzebuje
wiecej jednostek walutowych, niz ma obecnie do dyspozycji, moze je pozyczy¢ z banku lub od
innych agentdéw, ale bedzie musial zaptacié odsetki.

Zalézmy, ze agent wplaca dzi§ do banku kwote ¢, = —10 jednostek walutowych. Zgodnie z umowa
depozytowa po roku otrzyma od banku ¢; = 11 jednostek walutowych. Odsetki, I € R, placone
od depozytu wynosza I = ¢y + ¢; = -10 + 11 = 1. Stopa procentowa, i € R, wynosi, odpowiednio,
.1

i=—=0,1.

[col

W dalszej czgéci zaklada si¢, Ze odnosna stopa procentowa jest taka sama zaréwno w przypadku
udzielania, jak i zaciggania kredytow oraz Ze jest ona stala dla calej gospodarki.

Wartosc biezaca

Dostepnos¢ opcji kredytowych lub depozytowych prowadzi do powstania kosztéw alternatyw-
nych zwigzanych z wykorzystaniem $rodkéw pienig¢znych w projekcie inwestycyjnym. Przeptyw
pieniezny o wartosci, powiedzmy, ¢; = 12,1 w ciggu jednego roku nie moze by¢ bezposrednio
poréwnywany pod wzgledem wartosci z przeplywem pienieznym o wartoéci ¢y = 12,1 dzisiaj,
poniewaz na jednostkach walutowych niewykorzystanych w projekcie mozna zarobi¢ odsetki.

Aby odpowiednio poréwnac¢ przeplywy pieniezne wystepujace za rok z tymi wystepujacymi dzi-
siaj, nalezy obliczy¢ warto$¢ biezaca. Dokonuje si¢ tego przez dyskontowanie przy uzyciu stalej
stopy procentowej w gospodarce. Dyskontowanie moze by¢ modelowane jako funkcja D:R > R,
c1 — D(c1), ktéra odwzorowuje liczbe rzeczywisty (przeplyw pieniezny za rok) na inng liczbe
rzeczywistg (dzisiejszy przeptyw pienigzny). Utrzymuje si¢ ona na poziomie

g =D(c)
C1

12,1
T 1401
= 11
dla stopy procentowej i = 0,1. Zalezno$¢ ta wynika z alternatywnego ,inwestowania” w depozyty
ztozone w banku:

!
1+i
Funkcje Pythona sg dobrze przystosowane do reprezentowania funkcji matematycznych, w tym
dyskontowania:

In [31]: i = 0.1 @

=0+ cec=

In [32]: def D(cl): @
return cl1 / (1 + i) @

In [33]: D(12.1) @
Out[33]: 10.999999999999998
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In [34]: D(11) @
Out[34]: 10.0

@ Ustalenie stopy procentowej 1.
@ Zdefiniowanie funkcji za pomocy instrukcji def; D jest nazwa funkcji; c1 jest nazwa parametru.
© Zwraca wartos¢ biezaca za pomoca instrukji return.

@ Obliczenie wartosci biezacej 12,1; zauwaz blad zaokraglenia spowodowany wewnetrznymi proble-
mami z reprezentacjg liczb zmiennoprzecinkowych.

@ Obliczenie wartosci biezacej 11 (w tym przypadku ,,doktadnie”).

Wartos¢ biezaca netto

W jaki sposdb agent powinien zdecydowac, czy przeprowadzi¢ projekt inwestycyjny, czy nie?
Jednym z kryteriow jest warto$¢ biezaca netto (NPV, ang. net present value). Wartos¢ biezaca
netto, NPV € R, jest suma dzisiejszego wyplywu pienieznego i wartosci biezacej wplywu pienigz-
nego za rok:

NPV(c) = cy+ D(c;)

Kalkulacja wartosci biezgcej netto jest tu funkcja NPV:R* > R, odwzorowujaca krotke przeptywu
pienieznego na liczbe rzeczywista. Jesli wartoé¢ biezaca netto jest dodatnia, projekt powinien zo-
sta¢ zrealizowany; jesli jest ujemna, to nie — poniewaz bardziej atrakcyjna jest opcja alterna-
tywna, polegajaca na zdeponowaniu pieniedzy w banku.

Rozwazmy projekt inwestycyjny o przeptywach pienieznych ¢* = (-10,5, 12,1). Warto$¢ biezaca
netto wynosi NPV(c*) = -10,5 + D(12,1) = -10,5 + 11 = 0,5. Projekt powinien by¢ realizowany.
Rozwazmy alternatywny projekt inwestycyjny o ¢® = (-10,5, 11). Ma on ujemng warto$¢ biezacg
netto i nie powinien by¢ realizowany: NPV(c?) = -10,5 + D(11) = -10,5 + 10 = -0,5.

Opierajac sie na poprzednich definicjach, mozna tatwo zdefiniowa¢ odpowiednia funkcje
Pythona:

In [35]: def NPV(c):
return c[0] + D(c[1])

In [36]: cA

(-10.5, 12.1) @

In [37]: cB = (-10.5, 11) @

In [38]: NPV(cA) €@
Out[38]: 0.4999999999999982

In [39]: NPV(cB) @
Out[39]: -0.5

@ Projekt o dodatniej wartosci biezacej netto.

@ Projekt o ujemnej wartosci biezacej netto.
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Niepewnos¢

Wplywy pieniezne z projektu inwestycyjnego w perspektywie jednego roku sg z reguly niepewne.
Moze na nie wplywa¢ wiele czynnikéw wystepujacych w warunkach rzeczywistych (dziatania
konkurencji, nowe technologie, wzrost gospodarczy, pogoda, problemy przy realizacji projektu
itp.) W gospodarce modelowej pojecie stanu gospodarki w ciggu jednego roku obejmuje wpltyw
wszystkich istotnych czynnikéw.

Przyjmijmy, Ze w jednym roku gospodarka moze znajdowac sie w jednym z dwdch réznych sta-
néw, u i d (od ang. up i down), ktére moga by¢ interpretowane jako wzrost (,dobrze”) i spadek
(»zle”). Przeplywy pieniezne ¢; danego projektu w okresie jednego roku staja si¢ wtedy wektorem

c; € R?
z dwiema réznymi warto$ciami
ctcf ER

reprezentujacymi odpowiednie przeptywy pienie¢zne dla kazdego stanu gospodarki. Jest to for-
malnie reprezentowane jako tzw. wektor kolumnowy:

(CF)
C,s =
1 C{i

Z matematycznego punktu widzenia istnieja pewne operacje wykonywane na takich wektorach,
np. mnozenie przez skalar i dodawanie:

ct a-ct+p
a-gtp=a- ( ) +6= ( )
1+ B cg g a-ct+p
Inng wazng operacja na wektorach jest tworzenie kombinacji liniowych wektoréw. Rozwazmy
dwa rézne wektory: ¢;, di € R% Kombinacja liniowa jest wtedy wyrazana przez

a-ct+p-d}
a'cl+‘8'd1=<a-c}l+ﬁ-d%)

Tu i poprzednio zaklada sie, ze a, § € R.

Najpopularniejszym sposobem modelowania wektoréw (i macierzy) w Pythonie jest wykorzy-
stanie pakietu NumPy (http://numpy.org), ktory jest pakietem zewnetrznym i musi by¢ zainsta-
lowany oddzielnie. Dla ponizszego kodu rozwazmy projekt inwestycyjny z co = =10 i ¢; = (20, 5)7,
gdzie indeks gérny T oznacza transpozycje wektora (przeksztalcenie wektora wierszowego lub
poziomego w wektor kolumnowy lub pionowy). Podstawowg klasg uzywang do modelowania
wektorow jest klasa ndarray, co oznacza tablice n-wymiarowa (od ang. n-dimensional array):

In [40]: import numpy as np €@
In [41]: c0 = -10 @
In [42]: cl = np.array((20, 5)) @

In [43]: type(cl) @
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Out[43]: numpy.ndarray

In [44]: c1 @
Out[44]: array([20, 5])

In [45]: ¢ = (c0, c1) @

In [46]: c
Out[46]: (-10, array([20, 5]))

In[47]: 1.5 *cl +2 @
Out[47]: array([32. , 9.5])

In [48]: cl1 + 1.5 * np.array((10, 4)) @
Out[48]: array([35., 11.])

G Import pakietu numpy jako np.
@ Drisiejszy wyplyw pieniezny.

© Nicpewny wplyw pienigzny za rok; jednowymiarowe obiekty ndarray nie dokonujg rozréznienia
miedzy wierszem (poziomo) a kolumna (pionowo).

O Wyszukanie i wypisanie typu cl.

© Wypisanie wektora przeplyw6w pienieznych.

@ Zestawienie przeplywow pienieznych w obiekt typu tuple.

@ Obiekt tuple, podobnie jak 1ist, moze zawiera¢ inne zlozone struktury danych.

@ Liniowe przeksztalcenie wektora za pomoca mnozenia przez skalar i dodawania; formalnie rzecz
biorac, méwi sie réwniez o wektoryzowanej operacji numerycznej oraz o rozglaszaniu.

Q Kombinacja liniowa dwdch obiektéw ndarray (wektoréw).

Aktywa finansowe

Aktywa finansowe to instrumenty finansowe (,kontrakty”), ktére maja stalg cene dzisiaj i nie-
pewna cene za rok. Rozpatrzmy np. udzial w kapitale firmy, ktéra realizuje projekt inwestycyjny.
Taka akcja moze by¢ dostepna dzi§ w cenie Sy € R.o. Cena akgji za rok zalezy od powodzenia
projektu inwestycyjnego, tzn. od tego, czy w stanie u wystapi wysoki wplyw gotdwki czy tez niski
w stanie d. Formalnie méwiac, S¥, S& € Ra, przy S¥ > S9.

Mowi si¢ réwniez o procesie cenowym aktywow finansowych S:No - {1, d} R, odwzorowujacym
czas i stan gospodarki na cen¢ aktywéw finansowych. Zauwazmy, ze dzisiejsza cena jest nieza-
lezna od stanu S§ = S§ = Sy, natomiast w przypadku ceny po roku na ogét jest inaczej. Piszemy

réwniez (S;) y = (So, S1) lub w skrécie S = (So, S1). Narzedziem do modelowania jest ponownie

tE{0,1
pakiet NumPy:
In [49]: SO = 10 €@

In [50]: S1 = np.array((12.5, 7.5)) @

In [51]: S = (S0, S1) @
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In [52]: S @
Out[52]: (10, array([12.5, 7.5]))

In [53]: S[0] @
Out[53]: 10

In [54]: S[1]1[0] @
Out[54]: 12.5

In [55]: S[1][1] @
Out[55]: 7.5

© Drisiejsza cena aktyw6w finansowych.

9 Niepewna cena za rok jako wektor (obiekt ndarray).
© Proces cenowy jako obiekt tuple.

e Wypisanie informacji o procesie cenowym.

@ Dostep do ceny dzisiejszej.

@ Dostep do ceny za rok w stanie u (pierwszym).

@ Dostep do ceny za rok w stanie d (drugim).

Ryzyko

Czesto przyjmuje sie domysélnie, Ze te dwa stany gospodarki sg réwnie prawdopodobne. General-
nie oznacza to, ze gdy eksperyment w gospodarce jest powtarzany (nieskonczenie wiele razy), to
obserwuje sie, ze w potowie przypadkéw urzeczywistnia sie stan 4, a w drugiej polowie stan d.

Jest to podejécie obiektywne, zgodnie z ktérym prawdopodobienstwo urzeczywistnienia sie ja-
kiego$ stanu oblicza sie na podstawie czesto$ci obserwowania tego stanu podzielonej przez cal-
kowitg liczbe eksperymentéw prowadzacych do obserwacji. Jesli stan u jest obserwowany 30 razy
na 50 eksperymentoéw, to prawdopodobienstwo p € R przy 0 < p < 1 wynosi, odpowiednio,
p =30/50 = 0,6, czyli 60%.

W kontekscie modelowania zaktada sie, ze prawdopodobienstwa wystapienia wszystkich mozli-
wych standw sg dane a priori. Czasami mowi si¢ o prawdopodobienstwach obiektywnych lub
fizycznych.

Miara probabilistyczna

Prawdopodobienistwa dla zdarzen, ktdre s3 fizycznie mozliwe, tworzg razem miare probabili-
styczng. Taka miarg probabilistyczng jest funkcja P: @ ({u, d}) > Rso, odwzorowujaca wszystkie
elementy zbioru potegowego {u, d} — przy czym @ ({u, d}) = {2, {u}, {d}, {u, d} — na przedzial
jednostkowy. Zbior potegowy w tym przypadku odzwierciedla wszystkie zdarzenia, ktére sg fi-
zycznie mozliwe.

W tym kontekscie zbidr {u, d} jest rowniez nazywany przestrzenia stanow i oznaczany symbo-
lem Q. Tréjka (Q, (), P) razem jest nazywana przestrzenia prawdopodobienstwa.
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Funkcja P, reprezentujaca miare probabilistyczna, musi spetniaé trzy warunki:
1.P(9) =0
2.0<P(w),weN<1
3. P(Q)=P(u) + P(d) =1

Pierwszy warunek oznacza, Ze przynajmniej jeden ze stanéw musi si¢ zmaterializowaé. Drugi
oznacza, ze prawdopodobienstwo urzeczywistnienia sie danego stanu zawiera si¢ w przedziale
miedzy 0 a 1. Trzeci méwi, ze wszystkie prawdopodobienstwa sumuja sie do 1.

W prostym modelu gospodarki z tylko dwoma stanami wygodnie jest zdefiniowaé p = P(u)
i mie¢, odpowiednio, P(d) = 1 - p, uwzgledniajac trzeci z powyzszych warunkéw. Ustalenie p
definiuje wtedy miare probabilistyczng P.

Majac dostepnag w pelni okreslong miare probabilistyczng, gospodarke modelowa nazywa sig za-
zwyczaj gospodarka w warunkach ryzyka. Gospodarka modelowa bez w pelni okre$lonej miary
probabilistycznej jest czgsto nazywana gospodarka w warunkach niejednoznacznosci.

W zastosowaniach miara probabilistyczna jest zwykle modelowana réwniez jako, odpowiednio,
wektor i obiekt ndarray. Jest to mozliwe przynajmniej dla dyskretnej przestrzeni standw, o skon-
czonej liczbie elementéw:

In [56]: p = 0.4

In [57]: 1 - p
Out[57]: 0.6

In [58]: P = np.array((p, 1-p))

In [59]: P
Out[59]: array([0.4, 0.6])

Pojecia zwiazane z niepewnoscia

Niepewnos¢ w kontekscie finansowym moze przybiera¢ rézne formy. Ryzyko na
ogot odnosi sie do sytuacji, w ktorej znany jest (w zalozeniu) pelny rozktad praw-
dopodobienstwa przysztych stanéw gospodarki. Niejednoznacznosé odnosi sie do
sytuacji, w ktorych taki rozklad nie jest znany. Tradycyjnie finanse opieraja sie pra-
wie wylacznie na modelach gospodarki w warunkach ryzyka, chociaz istnieje nurt
badan, ktéry zajmuje si¢ problemami finanséw w warunkach niejednoznacznosci
(zob. Guidolin i Rinaldi [2012] w celu zapoznania si¢ z literaturg badawcza).

Oczekiwana wartos¢

Na podstawie miary probabilistycznej mozna obliczy¢ oczekiwang warto$¢ niepewnej wielkosci,
takiej jak cena skladnika aktywow finansowych za rok. Oczekiwana warto$¢ moze by¢ interpre-
towana jako $rednia wazona, gdzie wagi sg okreslone przez prawdopodobienstwa. Jest to $red-
nia, poniewaz prawdopodobienstwa sumujg si¢ do jedynki.
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Rozwazmy sktadnik aktywéw finansowych z procesem cenowym S = (So, S1). Oczekiwana war-
to$¢ niepewnej ceny S; za rok przy miarze probabilistycznej P wynosi

EP(S) = ) P(w)-S¢=p-St+(1-p)- ¢

wEN
przy p = P(u). Jedli S, = (20, 5)7, a p utrzymuje wartos¢ 0,4, to warto$¢ oczekiwana wynosi
EP(S)) =04-20+(1-04)-5=11
Matematycznie warto$¢ oczekiwana moze by¢ wyrazona jako iloczyn skalarny (lub wewnetrzny)
dwoch wektoréw. Jedli x, y € R?, to iloczyn skalarny definiujemy jako

2

(x:J’)ZZ XpYi=X1Y1 T X2 Y2

i=1
Zatem przy P= (p, 1 - p)7i S, = (S, S?)T wartos¢ oczekiwana wynosi

EP(S) = (P,5) = ((1 ? p)(ﬁd)) =p-St+—p)- st

Podczas pracy z obiektami ndarray w Pythonie iloczyn skalarny jest definiowany jako funkcja
udostepniana przez pakiet NumPy:

In [60]: P @
Out[60]: array([0.4, 0.6])

In [61]: SO = 10 @
In [62]: S1 = np.array((20, 5)) @

In [63]: np.dot(P, S1) @
Out[63]: 11.0

@ Zdefiniowana wczeéniej miara probabilistyczna.
@ Duisiejsza cena skladnika aktywow finansowych.
© Wektor niepewnej ceny za rok.

O Iloczyn skalarny dwéch wektoréw obliczajacy wartosé oczekiwana.

Oczekiwany zysk

W warunkach niepewnosci nalezy dostosowa¢ pojecia zysku i stopy zwrotu. W takiej sytuacji
oczekiwany zysk z aktywéw finansowych jest okreslany jako oczekiwana cena za rok pomniej-
szona o dzisiejsza cene. Mozna to zobaczy¢, przyjmujac oczekiwang warto$¢ niepewnego zysku
R = (R, RY)" i przeksztalcajac j3 w nastepujacy sposob:
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E”(R)

(G2.)-()
S (X )

= p-(S{‘—SO)+(1—p)'(Sf—SO)

p-St+(1—-p)-SE-S5,
EP(S) — S,

Przyjmujac wczesniejsze zatozenia, otrzymujemy:
E’(R)=0,4-20-10+1-0,4-5-10=11-10=1

Oczekiwana stopa zwrotu jest wiec po prostu oczekiwanym zyskiem podzielonym przez dzisiej-
sz ceng.

Mozna ja réwniez wyprowadzi¢ krok po kroku za pomocg podobnych przeksztatcen jak w przy-
padku oczekiwanego zysku. W dalszej czeéci ksigzki oczekiwang stope zwrotu oznaczono dla
zwieztoéci symbolem y = E"(r).

Obliczanie oczekiwanego zysku i stopy zwrotu moze by¢ modelowane w Pythonie za pomocy
dwoch prostych funkeji:

In [64]: def ER(x0, x1):
return np.dot(P, x1) - x0 €

In [65]: ER(SO, S1) @
Out[65]: 1.0

In [66]: def mu(x0, x1):
return (np.dot(P, x1) - x0) / x0 @

In [67]: mu(So, S1) @
Out[67]: 0.1

@ Definicja oczekiwanego zysku.
@ Oczekiwany zysk dla uprzednio zdefiniowanego skladnika aktywéw finansowych.
9 Definicja oczekiwanej stopy zwrotu.

@ Oczekiwana stopa zwrotu obliczona dla tego sktadnika aktywow.

Zmiennos¢

W finansach dominujacg para pojec jest ryzyko i oczekiwany zysk. Ryzyko moze by¢ mierzone
na wiele sposobéw, cho¢ prawdopodobnie najbardziej powszechng miarg jest zmienno$¢ okre-
$lana przez odchylenie standardowe stop zwrotu. W obecnym kontekscie wariancja stop zwrotu
aktywow finansowych jest definiowana przez
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o?(r) = E°((r—w?)
P = w?
(67 (Gem)

gdzie r* = (S7° - So) / So, w € Q. Zmiennos¢ definiuje si¢ jako odchylenie standardowe stop
zwrotu, ktdre jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji

a(r) =4 a?(r)

Ponizej podano funkcje Pythona modelujace te dwie miary ryzyka, a takze funkcje pomocnicza
do obliczania wektora stop zwrotu:

In [68]: def r(x0, x1):
return (x1 - x0) / x0 @

In [69]: r(S0, S1) @
Out[69]: array([ 1. , -0.5])

In [70]: mu = np.dot(P, r(SO, S1)) @

In [71]: u @
Out[71]: 0.10000000000000003

In [72]: def sigma2(P, r, mu):
return np.dot(P, (r - mu) ** 2) @

In [73]: sigma2(P, r(SO, S1), mu) @
Out[73]: 0.54

In [74]: def sigma(P, r, mu):
return np.sqrt(np.dot(P, (r - mu) ** 2)) @

In [75]: sigma(P, r(S0, S1), mu) @
Out[75]: 0.7348469228349535

@ Wektoryzowane obliczenie wektora stop zwrotu.

@ Zastosowanie funkcji do wezesniejszych aktywow finansowych.
© Oczekiwana stopa zwrotu obliczona poprzez iloczyn skalarny. ..
O ...i wypisanie jej wartosci.

@ Definicja wariandji stop zwrotu.

@ Zastosowanie funkcji do wektora stop zwrotu.

@ Definicja zmiennosci.

@ 1 zastosowanie jej do wektora stép zwrotu.
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Wektory, macierze i NumPy

Finanse, jako stosowana dyscyplina matematyczna, w duzym stopniu opierajg sie na
algebrze liniowej i teorii prawdopodobienstwa. W dyskretnym modelu gospodarki
obie dyscypliny matematyczne mozna skutecznie obstugiwa¢ w Pythonie za pomoca
pakietu NumPy z jego zaawansowanym obiektem ndarray. Dotyczy to nie tylko mo-
delowania, ale takze obstugi, obliczen, optymalizacji, wizualizacji i innych aspektow.
W zasadzie wszystkie przyklady w tej ksigzce beda potwierdzac te twierdzenia.

Roszczenia warunkowe

Przypusémy teraz, ze przedmiotem obrotu handlowego w gospodarce jest roszczenie warun-
kowe (ang. contingent claim). Jest to skladnik aktywoéw finansowych — sformalizowany przez
pewien kontrakt — ktory oferuje zalezng od stanu wyplate za rok od dzi$. Takie roszczenie wa-
runkowe moze przewidywa¢ dowolng wyplate zalezng od stanu lub taka, ktdra jest pochodna
wyplaty z innych aktywow finansowych. W tym drugim przypadku mowi sie zazwyczaj o akty-
wach pochodnych lub instrumentach pochodnych. Formalnie roszczenie warunkowe to funk-
cja Ci:02 > Rag, w — Ci(w), odwzorowujaca zdarzenia na (nieujemne) liczby rzeczywiste.

Zalézmy, ze w gospodarce przedmiotem obrotu sg dwa aktywa finansowe: wolna od ryzyka ob-
ligacja z procesem cenowym B = (By, B) oraz ryzykowna akcja z procesem cenowym

S = (SOI (5111 S]‘_i)T)

Opcja kupna (ang. call option) dla akcji daje za rok wyptate w wysokosci Ci(Si(w)) = max(Si(w)
- K, 0) oraz w € Q. K € Ry nazywamy cena wykonania (ang. strike price) opcji.

W teorii prawdopodobienistwa roszczenie warunkowe zwykle jest okre§lane mianem zmiennej
losowej, ktorej cecha charakterystyczng jest to, ze odwzorowuje elementy przestrzeni stanéw na
liczby rzeczywiste — potencjalnie za posrednictwem innych zmiennych losowych, jak ma to miej-
sce w przypadku aktywéw pochodnych. W tym sensie cena akgji za rok, $;:Q >Ry, w +— Si(w),
jest réwniez zmienng losowa®.

Aby to zilustrowaé — ponizszy kod Pythona wizualizuje wyptate z opcji kupna na wycinku pro-
stej rzeczywistej. W gospodarce istniejg oczywiscie tylko dwa stany, a co za tym idzie, dwie istotne
wartosci. Rysunek 2.1 przedstawia graficznie funkcje wyptaty:

In [76]: S1 = np.arange(20) €

In [77]: S1[:7] @
Out[77]: array([0, 1, 2, 3, 4, 5, 6])

In [78]: K =10 @
In [79]: C1 = np.maximum(S1 - K, 0) @

In [80]: C1 @

* Formalna definicja zmiennej losowej znajduje sie w rozdziale 5.
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oOut[80]: array([0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9])

In [81]: from pylab import mpl, plt @
# konfiguracja wykresu
plt.style.use('seaborn')
mpl.rcParams['savefig.dpi'] = 300
mpl.rcParams['font.family'] = 'serif'

In [82]: plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.plot(Sl, Cl, 1w = 3.0, Tabel="$C 1 = \max(S_1 - K, 0)$') @
plt.legend(Toc=0) @
plt.xlabel('$s 15') @
plt.ylabel('$C_1$'); @

@ Wygenerowanie obiektu ndarray z liczbami od 0 do 19.

@ Wyswietlenie kilku pierwszych liczb.

© Ustalenie ceny wykonania dla opcji kupna.

O Wektoryzowane obliczenia wartosci wyplaty z opcji kupna.

© Wyswietlenie tych wartosci — wiele z nich jest réwnych 0.

@ Zaimportowanie gléwnego podpakietu do tworzenia wykreséw zmatplot1ib (http://matplotlib.org).

@ Wykreslenie wartosci wyplaty z opcji kupna wzgledem wartoséci akji, ustawienie szerokosci linii
na 3 piksele i zdefiniowanie etykiety jako obiektu taficucha z kodem Latex.

@ Umieszczenie legendy w optymalnym miejscu (najmniejsze naktadanie si¢ z elementami wykresu).

© Umieszczenie etykiety na osi x. .

@ ...inaosiy.

— C;=max(5: - K, 0)

G

0.0 25 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5
5,

Rysunek 2.1. Wyplata z opcji kupna
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Replikacja

Gdy wprowadzamy do gospodarki roszczenie warunkowe, pojawia si¢ wazne pytanie, czy
wyplata roszczenia warunkowego jest redundantna, czy nie. Z matematycznego punktu wi-
dzenia mowi sig, Ze wektor wyplat roszczenia warunkowego jest liniowo zalezny lub liniowo
niezalezny.

Moéwimy, ze wyplata z opcji kupna jest liniowo zalezna — lub redundantna — gdy istnieje roz-
wigzanie nastepujacego problemu:

)+ ()= (o)
b (Bl s s¢) \cg
gdzie b, s €R.

Problem ten mozna przedstawi¢ w postaci ukladu réwnan liniowych:

{b'Bl+S'S;L:C}:L
b-By+s-S¢=Ct

Przy S¥ # S{ rozwigzania otrzymujemy przez:

_=cf
- osu—sd

*

S

oraz

*

1St ey St

B, Sst-s¢

Przyjmijmy, jak poprzednio, ze przedmiotem obrotu sa dwa aktywa finansowe: wolna od ryzyka
obligacja B = (10, 11) i ryzykowna akcja S = (10, (20, 5)7). Przyjmijmy réwniez, ze K = 15,a C; =
(5, 0)". Optymalnymi rozwigzaniami sg wtedy:

5-0 1

StE=——=z

20—-5 3

oraz

1 0-20-5-5 5

T11 0 20-5 33
Innymi stowy, kupno jedne;j trzeciej akgji i krétka sprzedaz °/5; obligacji doskonale replikuje wy-
plate z opcji kupna. Dlatego tez wyplata z opcji kupna jest liniowo zalezna od wektoréow wyplat
z obligacji 1 akgji.
Formalnie rzecz biorac, krétka sprzedaz polega na pozyczeniu dzisiaj odpowiedniej liczby jed-
nostek danego sktadnika aktywéw finansowych od innego agenta i natychmiastowej sprzedazy
tych jednostek na rynku. Za rok pozyczajacy kupuje na rynku dokladnie taka sama liczbe jedno-
stek sktadnika aktywdéw finansowych po aktualnej wowczas cenie i przekazuje je z powrotem
drugiemu agentowi.
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W przedstawionej tu analizie zaklada si¢, Ze wszystkie aktywa finansowe — podobnie jak pie-
nigdz — s3 nieskonczenie podzielne, co w praktyce moze nie by¢ prawda. Zaklada si¢ réwniez,
ze mozliwa jest krotka sprzedaz wszystkich aktywow finansowych bedacych przedmiotem ob-
rotu, co zresztg zdarza si¢ w praktyce.

W ramach przygotowania do implementacji w Pythonie rozwazmy jeszcze inny sposob sformu-
fowania problemu replikacji. W tym celu potrzebna jest matematyczna koncepcja macierzy. Pod-
czas gdy wektor jest obiektem jednowymiarowym, macierz jest obiektem dwuwymiarowym.
Na potrzeby tego punktu rozwazmy czteroelementowsg macierz kwadratowg .# — co oznacza,
ze M € R¥* — o wartosciach:

B, Sf)

M= (B1 sd

Wektory przysztych wyplat z obligacji i akeji reprezentuja wartosci, odpowiednio, w pierwszej
i drugiej kolumnie macierzy. Pierwszy wiersz zawiera wyplaty z obu aktywoéw finansowych w stanie
u, a drugi zawiera wyplaty ze stanu d. Stosujac te konwencje, problem replikacji mozna przed-
stawi¢ w postaci macierzowej jako

M'(f):Cl

gdzie ¢ € R jest wektorem zawierajacym pozycje portfela obligacji i akeji dla replikacji ¢ = (b, 5)". ¢
zazwyczaj nazywamy po prostu portfelem lub strategia tradingowa. Zatem:

0 5)-0-(3)
B; S{) \s cg
W tym kontekscie mnozenie macierzy definiuje si¢ jako
(81 S{‘) (b) _ (B1 -b + St -s)
B, S4) \s/ " \B,-b+S5¢-s
co pokazuje réwnowazno$¢ pomiedzy tym sposobem przedstawienia problemu replikacji a po-

przednim.

Klasa ndarray pozwala na modelowanie macierzy w Pythonie. Pakiet NumPy dostarcza w pod-
pakiecie np.1inalg wiele funkcji do operacji z zakresu algebry liniowej, wérdéd ktorych znajduje
sie rowniez funkcja do rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych w postaci macierzowej — do-
kfadnie tego, co jest tutaj potrzebne:

In [83]: B = (10, np.array((11, 11))) @

In [84]: S

(10, np.array((20, 5))) @
In [85]: M = np.array((B[1], S[1])).T @
In [86]: M @
Out[86]: array([[11, 20],

[11, 511)
In [87]: K=15 @

In [88]: C1 = np.maximum(S[1] - K, 0) @
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In [89]: C1 @
Out[89]: array([5, 0])

In [90]: phi = np.linalg.solve(M, C1) @

In [91]: phi @
Out[91]: array([-0.15151515, 0.33333333])

@ Zdefiniowanie procesu cenowego dla obligacji wolnych od ryzyka.

@ Zdefiniowanie procesu cenowego dla ryzykownych akgji.

© Zdefiniowanie macierzy — tj. dwuwymiarowego obiektu ndarray — z wektorami przysztych wyplat.
O Wyswietlenie macierzy z wartosciami liczbowymi.

© Ustalenie ceny wykonania dla opcji kupna ...

0 ...obliczenie wartosci wektora wyptat za rok.

@ Wyswietlenie wartosci liczbowych wektora wyplat.

@ Rozwigzanie problemu replikacji w postaci macierzowej w celu uzyskania optymalnych pozycji
portfela.

Arbitraz cenowy

Ile kosztuje replikacja wyplaty z opcji kupna? Po wyznaczeniu portfela replikacyjnego odpowiedz
na to pytanie jest prosta. Zdefiniujmy dzisiejsza warto$¢ portfela replikacyjnego jako Vo(¢). Jest
ona okre$lona przez iloczyn skalarny

Vo() = <(2)(§3)) =b-By+s-S,

lub liczbowo:

10 50
Vo(¢) = b 'BO +S'SO :?_ﬁz 1,818181
Niepewna warto$¢ portfela replikacyjnego za rok V(¢) moze by¢ przedstawiona przez mnozenie
macierzy jako

_(Br S\ (by_ (5
h@) = <Bl sf) ' (s) - (0)
Sumarycznie otrzymujemy proces wyznaczania wartosci portfela jako V(¢) = (Vo(¢), Vi(¢)),
w skrécie V = (Vq, V1), jedli nie ma zadnej niejednoznacznosci co do portfela.

Posiadanie dostepnego portfela, ktory doskonale replikuje przyszla wyplate z roszczenia warun-
kowego, rodzi kolejne pytanie: Co w sytuacji, gdy dzisiejsza cena roszczenia warunkowego r6zni
sie od kosztéw utworzenia portfela replikujacego? Odpowiedz jest prosta, ale powazna: w takim
przypadku w gospodarce istnieje arbitraz lub mozliwos¢ arbitrazu. Arbitraz to strategia tradin-
gowa ¢, ktora tworzy wolny od ryzyka zysk przy zerowej inwestycji. Formalnie rzecz ujmujac,
¢ jest arbitrazem, jesli
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Vo(¢) = 0i EP(V1()) >0
lub

Vo(¢) > 0iVi(¢) =0

Zat6zmy, ze cena opcji kupna wynosi Cy = 2, co przewyzsza koszt utworzenia portfela replikujg-
cego. Strategia tradingowa, ktora polega na sprzedazy opcji kupna na rynku za 2 i kupnie portfela
replikujacego za 1,81818, przynosi natychmiastowy zysk w wysokosci réznicy. Po uplywie roku
zysk z portfela replikujacego i z opcji kupna znoszg si¢ nawzajem:

G 4 e (Br) 4 o (1) = (O
- (Cf’) th <Bi> s <Sf) = (o)
zgodnie z definicja portfela replikujacego. W drugim przypadku, gdy dzisiejsza cena opcji kupna
jest nizsza od ceny portfela replikujacego, powiedzmy C, = 1,5, strategia tradingowa polegajaca
na kupnie opcji kupna i sprzedazy portfela replikujacego przynosi wolny od ryzyka zysk roéwny
réznicy miedzy ceng rynkowa opcji kupna a kosztem utworzenia portfela replikujgcego. Oczy-
widcie, w obu przypadkach wolny od ryzyka zysk mozna zwigkszy¢ przez zwykle pomnozenie
pozycji przez dodatni wspélczynnik wiekszy niz jeden.

Model gospodarki, ktéry dopuszcza mozliwo$¢ arbitrazu, mozna uznad za nierealny. Dlatego je-
dyna ceng, ktora jest spojna z brakiem arbitrazu, jest Co = 1,818181. Nazywamy to ceng arbitra-
zowa opcji kupna. Jedli istnieje portfel ¢ replikujacy wyptate z roszczenia warunkowego Vi(¢) = Ci,
to cena arbitrazowa roszczenia warunkowego wynosi Co = Vi(¢).

Formalnie rzecz biorac, cena arbitrazowa jest iloczynem skalarnym portfela replikacyjnego i wek-
tora cen replikujacych aktywéw finansowych:

Co =Vo(9) = <¢*, (?g)) =b"-By+s"- S

co powoduje powstanie procesu cenowego wolnego od arbitrazu dla roszczenia warunkowego C
= (CO) Cl)'
W Pythonie jest to pojedyncze dzialanie, z uwzglednieniem poprzednich definicji i obliczen:

In [92]: CO = np.dot(phi, (B[0], S[0]))

In [93]: CO
Out[93]: 1.8181818181818183

In [94]: 10/3 - 50/33
Out[94]: 1.8181818181818183
Zupetnosc rynku

Czy wycena arbitrazowa dziala w przypadku kazdego roszczenia warunkowego? Tak, przynajm-
niej dla tych, ktére sa replikowalne przez portfele aktywdw finansowych bedacych przedmio-
tem obrotu w gospodarce. Zbioér osiagalnych roszczen warunkowych A obejmuje wszystkie te
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roszczenia warunkowe, ktére sa replikowalne przez obrét aktywami finansowymi. Jest on okre-
Slony przez rozpietos¢, ktora jest zbiorem wszystkich liniowych kombinacji wektoréw przy-
sztych cen aktywow finansowych bedacych przedmiotem obrotu

A={M" ¢ ¢ € RS}

jezeli krétka sprzedaz jest zabroniona, oraz
A={M ¢ ¢ e R}

jesli jest dozwolona bez ograniczen.

Rozwazmy wczeéniejszy przypadek obligacji bez ryzyka i ryzykownej akgji z procesami ceno-
wymi wynoszacymi, odpowiednio, B = (By, B1) i S = (So, (S}, S4)7), gdzie B, Si € R, i S¥ # SE.
Latwo wowczas wykaza¢, ze problem replikacji

M- ¢ =C,
ma unikatowe rozwigzanie dla kazdego C, € RZ,. Rozwigzanie to jest wyznaczone przez
«_ (b”
¢ = (S*)
i w konsekwencji jako

1C4-S*—CH-se

o = By  Sy-s¢
B ct—cg
S¥ — s

co zostalo wyprowadzone w kontekscie replikacji szczego6lnej wyptaty z opcji kupna. Rozwiaza-
nie przenosi si¢ na przypadek ogdlny, nie przyjeto bowiem zadnych szczegélnych zatozen doty-
czacych wyplaty poza C; € R,

Poniewaz kazde roszczenie warunkowe mozna zreplikowac za pomoca portfela, ktéry sktada sie
z pozycji obejmujacych wolne od ryzyka obligacje i ryzykowne akcje, méwi si¢ 0 modelu rynku
zupelnego. A zatem kazde roszczenie warunkowe mozna wyceni¢ za pomocy replikacji i arbi-
trazu. Formalnie jedynym wymogiem jest to, aby wektory cen dwoch aktywéw finansowych
w ciggu jednego roku byly liniowo niezalezne. Wynika z tego, ze

By S1\ (b 0
(81 Sf) . (s) - (0)
ma tylko jedno unikatowe rozwigzanie ¢" = (0, 0)” i zadnego wiecej. W rzeczywistoéci wszystkie
problemy z replikacja dla dowolnych roszczen warunkowych maja unikatowe rozwigzania w wa-

runkach zupelnosci rynku. Wektory wyptat dwoch zbywalnych aktywéw finansowych rozpinaja
przestrzen R poniewaz tworzg baze dla przestrzeni wektorowej R2.
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Wtasno$¢ rozpinania moze by¢ zwizualizowana przy uzyciu Pythona i pakietu matplotlib
(https://matplotlib.org). W tym celu symuluje si¢ 1000 losowych skladéw portfela. Pierwsze ogra-
niczenie polega na tym, ze pozycje portfela powinny by¢ dodatnie i sumowac¢ sie do 1. Otrzymany
wynik jest pokazany na rysunku 2.2:

In [95]: from numpy.random import default rng
rng = default_rng(100) @

1000 @

In [97]: b = rng.random(n) @

In [96]: n

In [98]: b[:5] @
0ut[98]: array([0.83498163, 0.59655403, 0.28886324, 0.04295157, 0.9736544 ])

In[99]: s=(1-b) @

In [100]: s[:5] @
Out[100]: array([0.16501837, 0.40344597, 0.71113676, 0.95704843, 0.0263456 ])

In [101]: def portfolio(b, s):
A = [b[i] * B[1] + s[i] * S[1] for i in range(n)] @
return np.array(A) @

In [102]: A = portfolio(b, s) @

In [103]: A[:3] @

Out[103]: array([[12.48516533, 10.00988978],
[14.63101376, 8.57932416],
[17.40023082, 6.73317945]])

In [104]: plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.plot(Al:, 01, A[:, 11, 'r."); @

@ Ustalenie ziarna dla generatora liczb losowych.

@ Liczba wartosci, ktére maja by¢ symulowane.

© Symulacja pozycji obligacji dla wartosci pomiedzy 0 a 1 przy uzyciu rozkladu jednostajnego.
O Wyznaczenie pozycji akgji jako réznicy pomiedzy 1 a pozycja obligacji.

@ Obliczenie wektoréw wyptat portfela dla wszystkich losowych sktadow portfeli i zebranie ich
w obiekcie 11st; ten idiom Pythona nosi nazwe listy skladane;.

@ Funkcja zwracajaca tablice ndarray z wynikami.
@ Rozpoczecie obliczen.
© Wykreslenie wynikéw.
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Rysunek 2.2. Losowe portfele rozpinajqgce jedynie jednowymiarowq linig
Rysunek 2.3 przedstawia graficznie wyniki w przypadku, gdy pozycje portfela nie muszg sumo-
wac sie do 1:

In [105]: s = rng.random(n) €@

In [106]: b[:5] + s[:5]
Out[106]: array([1.36885777, 1.5863474 , 0.71245805, 0.32077672, 1.5401562 ])

In [107]: A = portfolio(b, s) @

In [108]: plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.plot(A[:, 0], A[:, 1], 'r.');

@ Pozycja akgji jest symulowana swobodnie dla wartosci pomiedzy 0 a 1.
Obliczanie wektorow wypfat portfela.
wyptatp

Na koniec, rysunek 2.4 dopuszcza zaré6wno dodatnie, jak i ujemne pozycje portfela zaréwno dla
obligacji, jak i akcji. Wynikowe wektory wyptat portfela pokrywaja (eliptyczny) obszar wokot
poczatku:

In [109]: b = rng.standard _normal(n) (1)
In [110]: s = rng.standard_normal(n) (1)

In [111]: b[:5] + s[:5] €@
Out[111]: array([-0.23046605, -3.45760465, 1.10260637, -2.44445777, 1.05866637])

In [112]: A = portfolio(b, s)

In [113]: plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.plot(A[:, 0], A[:, 1], 'r.');

@ Pozycje dodatnie i ujemne w portfelu sa symulowane przy uzyciu standardowego rozktadu normalnego.
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Rysunek 2.3. Losowe portfele rozpinajgce dwuwymiarowy obszar (romb)
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Rysunek 2.4. Losowe portfele rozpinajgce dwuwymiarowy obszar (wokét poczgtku)

Jesli bis moga przyjmowac dowolne wartosci na prostej rzeczywistej, b, s € R, to portfele wynikowe
calkowicie pokrywaja przestrzen wektorowg R2 Jak wspomniano wczesniej, wektory wyplat z ak-
tywdw finansowych bedacych przedmiotem obrotu rozpinajg w tym przypadku przestrzen R%
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Papiery wartosciowe Arrowa-Debreu

Papier wartosciowy Arrowa-Debreu jest definiowany przez fakt, ze zapewnia on wyplate do-
ktadnie jednej jednostki waluty w okreslonym stanie przysztym. W modelowej gospodarce z dwoma
réznymi stanami przysztymi mogg istnie¢ tylko dwa rézne papiery wartoéciowe tego typu. Papier
warto$ciowy Arrowa-Debreu jest po prostu szczegdlnym przypadkiem roszczenia warunkowego,
w ktérym ma zastosowanie przedstawiony wcze$niej argument replikacji. Innymi stowy, ponie-
waz rynek jest zupelny, papiery warto$ciowe Arrowa-Debreu mogg by¢ replikowane przez port-
fele obligacji i akcji. A zatem oba problemy replikacji majg (unikatowe) rozwigzania i oba papiery
warto$ciowe maja unikatowe ceny arbitrazowe. Dwa problemy replikacji to

eo=()

=)

Dlaczego te papiery wartosciowe sg tak wazne? Z matematycznego punktu widzenia dwa wektory
wyplat tworza baze standardowa (zwang tez bazg naturalng) dla przestrzeni wektorowej
R?. To z kolei implikuje, ze kazdy wektor tej przestrzeni moze by¢ jednoznacznie wyrazony (zre-
plikowany) jako kombinacja liniowa wektorow, ktore tworzg baze standardows. Z finansowego
punktu widzenia utworzenie bazy dla gospodarki modelowej przez zastgpienie pierwotnych wek-
torow przyszlych cen obligacji i akcji papierami warto$ciowymi Arrowa-Debreu znaczaco
upraszcza problem replikacji dla wszystkich pozostalych roszczen warunkowych.

Proces ten polega na wyznaczeniu w pierwszej kolejnosci portfeli replikacyjnych dla dwdch pa-
pieréw warto$ciowych Arrowa-Debreu i wynikajacych z nich cen arbitrazowych dla obu papie-
réw. Pozostate roszczenia warunkowe sg wtedy replikowane i wyceniane na podstawie bazy stan-
dardowej i cen arbitrazowych tych dwdch papieréw wartosciowych.

Rozwazmy dwa papiery warto$ciowe Arrowa-Debreu z procesami cenowymi y* = (v, (1, 0)7)
oraz y* = (y&, (0, 1)7) i zdefiniujmy:

=39

Rozwazmy ogélne roszczenie warunkowe z wektorem przyszlych wyplat:

ct
G = <Cf)

Portfel replikacyjny ¢ dla roszczenia warunkowego jest wtedy trywialnie okreslony przez ¢ =
(CE, CHT, poniewaz:

Vi(p¥) = M- Y
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_ (1 0) ‘ (C hy )
0 1/ \cg
)
= e
W zwiazku z tym cena arbitrazowa dla roszczenia warunkowego wynosi:

Co=Vo(@?) =C¥-y¥+Cf-yd

To pokazuje, jak wprowadzenie papieréw warto$ciowych Arrowa-Debreu upraszcza replikacje
roszczen warunkowych i wycene arbitrazowa.

Wycena martyngatowa

Miara martyngalowa Q:(Q) > R., jest szczegdlnym rodzajem miary probabilistycznej. Sprawia
ona, ze zdyskontowany proces cenowy sktadnika aktywoéw finansowych jest martyngalem. Aby
akcja byla martyngalem w ramach Q, musi zachodzi¢ nastepujaca zaleznosé:

1
=— _.E@
So =777 E(SD)

B1—-Bg

Jezelii= , zalezno$¢ ta jest trywialnie spetniona dla wolnych od ryzyka obligacji:

0

1
B, = —— - E9B,) = .
o= 1y BB =1

Moéwi sie rowniez o tym, ze procesy cenowe dryfuja ($rednio) wraz z wolng od ryzyka stopg pro-
centowa w ramach miary martyngatowe;j:

{Bo-(l+i)=B1
So - (1+1i) = E?(S))

Oznaczmy q = Q(u). Otrzymujemy:

B,

q-St+A-q)-Sf=5- (1+D
lub po kilku prostych manipulacjach:
_So-(1+i)—5f
Sp—s4
Biorac pod uwage poprzednie zalozenia, aby q definiowalo poprawng miare probabilistyczna,

musi zachodzi¢ S > Sy - (1 + i) > S{. Jesli tak jest, to otrzymujemy nowa przestrzen probabili-
styczna (Q, p(Q), Q), gdzie Q zastepuje P.
A co, jedli te zaleznosci dla S, nie zachodza? Wtedy prosty arbitraz polega albo na zakupie ryzy-

kownego skladnika aktywéw w przypadku S, - (1 + i) < S, albo po prostu na jego sprzedazy
w innym przypadku, So - (1 + i) > St
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Jesli w tych relacjach zachodzi réwno$¢, méwi sie takze o stabym arbitrazu, poniewaz wolnego
od ryzyka zysku mozna oczekiwac tylko $rednio, a nie z pewnodcia.

Zakladajac wczeséniejsze liczbowe procesy cenowe, obliczenie g w Pythonie oznacza po prostu
dziafanie arytmetyczne na liczbach zmiennoprzecinkowych:

In [114]: i = (B[1][0] - B[0]) / B[O]

In [115]: i
Out[115]: 0.1

In [116]: q

(Sfo] * (1 + 1) - s[iI[i1) / (sriyfol - s[iyfin)

In [117]: q
Out[117]: 0.4

Pierwsze fundamentalne twierdzenie wyceny aktywow

Rozwazania na koficu poprzedniego punktu wskazuja na zwigzek pomiedzy miarami martynga-
fowymi z jednej strony a arbitrazem z drugiej. W matematyce finansowej najwazniejszym wnio-
skiem, ktory formalnie faczy te pozornie niepowigzane pojecia, jest pierwsze fundamentalne
twierdzenie wyceny aktywow. Pionierskie prace w tym zakresie opublikowali Cox i Ross (1976),
Harrison i Kreps (1979) oraz Harrison i Pliska (1981).

Pierwsze fundamentalne twierdzenie wyceny aktywéw (1IFTWA)

Nastepujace stwierdzenia s rownowazne:
1. Istnieje miara martyngalowa.

2. Gospodarka jest wolna od arbitrazu.

Biorac pod uwage wcze$niejsze obliczenia i rozwazania, twierdzenie jest tatwe do udowodnienia
dla modelu gospodarki z wolnymi od ryzyka obligacjami i ryzykownymi akcjami.

Po pierwsze, stwierdzenie 1. implikuje stwierdzenie 2.: je$li istnieje miara martyngalowa, procesy
cenowe nie pozwalaja na proste (slabe) arbitraze. Poniewaz dwa wektory przyszlych cen sa li-
niowo niezalezne, kazde roszczenie warunkowe mozna zreplikowaé przez obrét dwoma akty-
wami finansowymi, co implikuje unikatowe ceny arbitrazowe. Zatem arbitraze nie istnieja.

Po drugie, stwierdzenie 2. implikuje stwierdzenie 1.: jesli model gospodarki jest wolny od arbi-
trazu, istnieje miara martyngalowa, jak pokazano wczeéniej.

Wycena na podstawie oczekiwan

Z 1FTWA wyplywa wniosek, ze kazde osiggalne roszczenie warunkowe C; € A mozna wyceni¢,
uwzgledniajac oczekiwanie na podstawie miary martyngatowej jego przyszlej wyplaty i dyskon-
tujac za pomoca wolnej od ryzyka stopy procentowej. Cena arbitrazowa opcji kupna jest znana
poprzez replikacje. Zaktadajac te same liczbowe procesy cenowe dla aktywow finansowych be-
dacych przedmiotem obrotu oraz ten sam liczbowy wektor przysztych wyptat dla opcji kupna,
cena martyngalowa opcji kupna wynosi:
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1
Co = —=E%C)

1+
1
_ . .U — .ca
BEEY; (@-Ct+1-q)-CH)
1
= 1+0.1-(0,4‘5+(1—0,4)‘0)
= 1,818181

Innymi stowy, zdyskontowany proces cenowy opcji kupna — i kazdego innego roszczenia wa-
runkowego — jest martyngatem w ramach miary martyngalowej, takim Ze:

BO . (1 + l) = Bl
So- (1+1) =E(S)
Co- (1+1) =EC)
W Pythonie wycena martyngatowa sprowadza si¢ do oszacowania iloczynu skalarnego:

In [118]: Q= (4, 1 - q) @

In [119]: np.dot(Q, C1) / (1 + i) @
Out[119]: 1.8181818181818181

© Zdefiniowanie miary martyngatowej jako krotki Q.

@ Implementacja formuly wyceny martyngatowej.

Drugie fundamentalne twierdzenie wyceny aktywow

Istnieje jeszcze jeden wazny wniosek, cz¢sto nazywany drugim fundamentalnym twierdzeniem
wyceny aktywow, ktory wigze unikatowos$¢é miary martyngatowej z zupelnoscia rynku.

Drugie fundamentalne twierdzenie wyceny aktywow (2FTWA)
Nastepujace stwierdzenia sg rbwnowazne:
1. Miara martyngalowa jest unikatowa.

2. Model rynku jest zupelny.

Whiosek ten wynika réwniez z wczeéniejszych rozwazan dotyczacych prostego modelu gospo-
darki. Bardziej szczegétowa analiza zupelnosci rynku jest zawarta w rozdziale 3.

Portfel Sredniej-wariangji

Istotnym przelomem w finansach bylo sformalizowanie i kwantyfikacja inwestowania portfelo-
wego dzieki teorii portfela $redniej-wariancji (MVP, ang. mean-variance portfolio theory), kt6-
rej pionierem byt Markowitz (1952). Do pewnego stopnia podejécie to mozna uznaé za poczatek
matematyki finansowej, zapoczatkowalo bowiem trend wprowadzania do finanséw coraz wigcej
matematyki.
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MVP redukuje sktadnik aktywéw finansowych do pierwszego i drugiego momentu jego zwro-
tow, czyli Sredniej jako oczekiwanej stopy zwrotu i wariancji stop zwrotu lub zmiennosci, okre-
$lonej jako odchylenie standardowe stop zwrotu. Chociaz podejscie to jest ogélnie okreélane jako
»$rednia-wariancja”, czesto uzywa si¢ zestawienia ,,srednia-zmiennos¢”.

Rozwazmy omawiany uprzednio przypadek wolnej od ryzyka obligacji i ryzykownej akeji z pro-
cesami cenowymi B = (By, B)) i S = (So, (S¥, S{)7) oraz macierz przyszlych cen .4, ktérej dwie
kolumny sg wektorami przysztych cen tych dwoch aktywow finansowych. Jaka jest oczekiwana
stopa zwrotu i zmienno$¢ portfela ¢, ktéry sktada si¢ z b procent zainwestowanych w obligacje
i s procent zainwestowanych w akcje? Zauwazmy, ze teraz zaklada sie sytuacje, w ktérej b + s =1,
gdzie b, s € R. To zalozenie mozna oczywiscie nieco zlagodzi¢, ale upraszcza to prezentacje
w tym rozdziale.

Oczekiwana wyplata z portfela wynosi:

EP(J ¢) = p-(b-Bi+s-S)+A-p)-(b-Bi+s-5)
=p-(b-B)+(1=p)-(b-B)+p-(s-S)+ (1 -p)(s-5)
= b-EP(B,) +s-EP(S,)
= b-B;+s-EP(Sy)

Innymi stowy, oczekiwana wyplata z portfela to po prostu iloczyn b i wyplaty z wolnych od ry-
zyka obligacji plus iloczyn s i oczekiwanej wyplaty z akeji.

Przez zdefiniowanie & € R*? jako macierzy stop zwrotu o wartosciach
irt
%=(i 1)
irf
otrzymujemy oczekiwang stope zwrotu z portfela:
EP(R-¢d)=b-EP(i)+s-EP(ry)

= b-i+s-pu

Innymi stowy, oczekiwana stopa zwrotu portfela to iloczyn b i stopy procentowej wolnej od ry-
zyka plus iloczyn s i oczekiwanej stopy zwrotu z akeji.

Nastepnym krokiem jest obliczenie wariancji portfela:

o*(R- ) = EP((r —EP(R- ¢))?)
_ ( p ) (b-i+s-r#—b-i—s-u)?
S\ =P\ bi+sorf—bi—s-p)?)

B ( p ) (s-m'—s-p)?
h 1=-p)"\(s-rd =5 p)?

= s?-0%(r)
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Innymi stowy, wariancja portfela to iloczyn s* i wariancji akcji, co ma intuicyjne uzasadnienie,

poniewaz obligacja jest wolna od ryzyka i nie powinna si¢ przyczynia¢ do wariancji portfela.

Wynika to bezposrednio z wyniku proporcjonalnoéci dla zmienno$ci portfela:
a(R-¢) =Va*(R")
= /5202

= s-o(nr)

Calg analiz¢ mozna latwo zaimplementowa¢ w Pythonie. Na poczatek kilka wstepnych zalozen:

In [120]: B = (10, np.array((11, 11)))
In [121]: S = (10, np.array((20, 5)))

In [122]: M = np.array((B[1], S[1])).T @

In [123]: M @
Out[123]: array([[11, 20],
[11, 511)

In [124]: MO = np.array((B[0], S[0])) @
In[125]: R=M /M0 - 1 @

In [126]: R @
Out[126]: array([

[0.1, 1. 1,
[ 0.1, -0.5]1)

In [127]: P = np.array((0.5, 0.5)) @
@ Macierz z przysztymi cenami aktywow finansowych.
@ Wektor z dzisiejszymi cenami aktywéw finansowych.
© Wektoryzowane obliczenie macierzy stop zwrotu.
O Wyswietlenie wynikéw obliczen.
© Zdefiniowanie miary probabilistycznej.

Przy takich definicjach oczekiwany zysk z portfela i zmienno$¢ oblicza sie jako iloczyny skalarne:

In [128]: np.dot(P, R) €@
Out[128]: array([0.1 , 0.25])

In [129]: s = 0.55 @
In [130]: phi = (1-s, s) @
In [131]: mu = np.dot(phi, np.dot(P, R)) @

In [132]: mu @
Out[132]: 0.18250000000000005
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In [133]: sigma = s * R[:, 1].std() @

In [134]: sigma @
Out[134]: 0.41250000000000003

@ Oczekiwane zyski z obligacji i akeji.

@ Przykladowa alokacja dla akcji w procentach (jako wartoé¢ po przecinku).

© Portfel wynikowy z waga znormalizowang réwng 1.

O Oczekiwany zwrot z portfela przy uwzglednieniu alokacji.

© Wartos¢ miesci sie pomiedzy zyskiem wolnym od ryzyka a zyskiem z akji.

@ Zmiennos¢ portfela; kod Pythona ma tutaj zastosowanie tylko ze wzgledu na p = 0,5.

@ Rowniez w tym przypadku wartosé miesci sie pomigdzy zmiennoscia obligacji (= 0) a zmiennoscia
akeji (= 0,75).

Zmiana wagi akcji w portfelu prowadzi do réznych kombinacji ryzyka i zwrotu. Na rysunku 2.5
przedstawiono oczekiwany zysk z portfela oraz zmienno$¢ dla réznych wartosci s z przedziatu
0d 0 do 1. Jak wida¢ na wykresie, zaréwno oczekiwany zysk z portfela (od 0,1 do 0,25), jak i zmien-
nos¢ (od 0,0 do 0,75) rosng liniowo wraz ze wzrostem alokacji akgji s:

In [135]: values = np.linspace(0, 1, 25) €@

In [136]: mu = [np.dot(((1-s), s), np.dot(P, R))
for s in values]

In [137]: sigma = [s * R[:, 1].std() for s in values] @

In [138]: plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.plot(values, mu, Tw = 3.0, label='$\mu_p$"')
plt.plot(values, sigma, '--', 1w = 3.0, Tabel='§\sigma_p$"')
plt.legend(1oc=0)
plt.xlabel('$s$');

@ Wygenerowanie obiektu ndarray zawierajacego 24 rbwnomiernie rozmieszczone przedziaty po-
miedzy O a 1.
@ Obliczenie oczekiwanego zysku z portfela dla kazdego elementu w values i zapisanie go w obiek-

cie 1ist.

© Obliczenie zmiennosci portfela dla kazdego elementu w values i zapisanie ich w kolejnym obiek-
cie 1ist.
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Rysunek 2.5. Oczekiwany zysk z portfela i zmiennos¢ dla réznych alokacji

Zauwazmy, ze lista sktadana sigma = [s * R[:, 1].std() for s in values] w poprzednim
kodzie jest skrotem dla ponizszego kodu®:
sigma = list()
for s in values:
sigma.append(s * R[:, 1].std())
W kontekscie MVP najczeéciej mozna spotkaé wykresy przedstawiajace oczekiwany zysk z port-
fela w stosunku do zmiennoéci portfela. Rysunek 2.6 pokazuje, ze inwestor moze oczekiwaé tym
wyzszego zysku z kapitalu, im wigksze ryzyko (zmienno$¢) jest skfonny ponies¢. W przedstawio-
nym tutaj szczegélnym przypadku zaleznoé¢ ta ma charakter liniowy:
In [139]: plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.plot(sigma, mu, 1w = 3.0, label='ryzyko-zysk')
plt.legend(10c=0)
plt.xlabel('$\sigma p$"')
plt.ylabel (*$\mu_p$');

°> Wiecej informacji na temat struktur danych i list skfadanych mozna znalez¢ w rozdziale Data Structures doku-
mentacji Pythona (https://oreil.ly/0dbCi).
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Rysunek 2.6. Mozliwe kombinacje oczekiwanego zysku z portfela i zmiennosci

Whioski

Ten rozdziat stanowi wprowadzenie do finanséw od podstaw, przedstawiajac najwazniejsze obiekty
matematyczne i pojecia finansowe za pomoca prostych przyktadéw w kodzie Pythona. Pigkne
jest to, Ze podstawowe idee finansow, takie jak wycena arbitrazowa czy relacja miedzy ryzykiem
a zyskiem, moga by¢ wprowadzone i wyjasnione nawet na przykladzie statycznej gospodarki
dwustanowej. Znajomos¢ tych podstawowych pojec oraz odrobina intuicji finansowej i matema-
tycznej znacznie utatwiajg przechodzenie do coraz bardziej realistycznych modeli finansowych.
W nastepnym rozdziale do przestrzeni stanéw dodany zostanie trzeci stan przyszly, co pozwoli
na omowienie kwestii pojawiajacych sie w kontekscie niezupelnosci rynku.
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