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Praca z rozkladem
normalnym w Excelu

Opis rozktadu normalnego

Nie da si¢ przejs¢ przez zycie bez prawie co-
dziennego kontaktu z rozkladem normalnym,
czyli krzywa dzwonowsg. Twoje oceny w szkole
podstawowej i $redniej byly umieszczane ,na
krzywej”. Wzrost i waga 0s6b w rodzinie,
sasiedztwie i kraju sg zblizone do krzywej
normalnej. Liczba wypadni¢¢ orla podczas
10 rzutéw symetryczng monetg przypomina
krzywa normalng. Nawet ta mocno skrécona
lista ilustruje niezwyklos¢ fenomenu, ktéry
zaczeto dostrzegac 300 lat temu.

Rozklad normalny zajmuje specjalne miejsce
w teorii statystyki i rachunku prawdopodo-
bienstwa. To gléwny powdd, dla ktérego Excel
oferuje wiecej funkeji arkusza dotyczacych
rozktadu normalnego niz dowolnego innego,
na przyklad t-Studenta, dwumianowego, Pois-
sona itd. Innym powodem przykladania tak
duzej wagi do rozkfadu normalnego jest to,
ze tak wiele zmiennych, ktdre interesujg ba-
daczy — oprécz paru juz wspomnianych —
ma rozkiad normalny.

Charakterystyki rozktadu normalnego

Nie istnieje tylko jeden rozklad normalny,
ale ich nieskonczona liczba. Chociaz jest ich
tak duzo, nigdy nie spotkasz zadnego z nich
W naturze.

Kup ksigzke
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Rozdziat 7 Praca z rozktadem normalnym w Excelu

Nie sg to sprzeczne stwierdzenia. Istnieje krzywa normalna — lub, jak wolisz, rozktad
normalny, lub krzywa dzwonowa, lub krzywa Gaussa — dla kazdej pary liczb, poniewaz
krzywa normalna moze mie¢ dowolng $rednig i dowolne odchylenie standardowe. Krzy-
wa normalna moze mie¢ §rednig réwna 100 i odchylenie standardowe réwne 16 lub $red-
nig 54,3 i odchylenie standardowe réwne 10. Wszystko zalezy od mierzonej zmienne;j.

Nigdy jednak nie zobaczysz rozkladu normalnego w naturze, poniewaz natura jest nie-
uporzadkowana. Widzisz duzg liczbe zmiennych, ktorych rozklady bardzo przypominajg
rozklad normalny. Jednak rozktad normalny jest wynikiem réwnania i dlatego moze by¢
doktadnie wykre$lony. Jezeli sprobujesz emulowa¢ krzywg normalng, przedstawiajac wy-
kres os6b, ktorych wzrost to 142, 143 cm itd., dostrzezesz rozklad przypominajacy krzywa
normalna juz wtedy, gdy przedstawisz na wykresie dane okoto 30 os6b.

Gdy liczebnoé¢ proby losowej osiggnie setki, zobaczysz, ze rozklad liczebnosci wyglada
w przyblizeniu normalnie — nie catkowicie, ale do$¢ blisko. Gdy beda to tysiace, zobaczysz,
ze rozktad liczebnosci nie jest wizualnie rozréznialny od krzywej normalnej. Ale jezeli za-
stosujesz funkcje dla sko$noéci i kurtozy opisane w tym rozdziale, zauwazysz, ze ta krzywa
po prostu nie jest doskonale normalna. Po pierwsze, wplywaja na to drobne btedy probko-
wania, po drugie, pomiary nie sg doskonale dokladne, a po trzecie i najwazniejsze, rozktad
normalny obejmuje wszystkie wartoéci rzeczywiste, a w przypadku kazdego obserwowanego
zjawiska wartosci sg ograniczone z goéry i z dotu.

Skosnos¢

Rozkiad normalny nie jest skosny lewo- ani prawostronnie, ale jest symetryczny. Skosne
rozklady majgq wartosci, ktorych czestosci skupiaja sie z jednej strony i rozciagaja z drugie;j.

Skosnosc a odchylenia standardowe

Asymetria sko$nego rozkladu powoduje, ze znaczenie odchylenia standardowego jest
inne od jego znaczenia w rozkladzie symetrycznym, takim jak krzywa normalna lub roz-
ktad t-Studenta (informacje na temat rozkladu t-Studenta znajdziesz w rozdziafach 8.1 9.).
W rozkladzie symetrycznym, na przyklad normalnym, blisko 34% pola powierzchni ob-
szaru pod krzywa znajduje si¢ pomiedzy $rednig a jednym odchyleniem standardowym po-
nizej $redniej. Poniewaz ten rozktad jest symetryczny, dodatkowe 34% pola powierzchni
znajduje si¢ réwniez pomiedzy $rednig a jednym odchyleniem standardowym powyzej
$rednie;j.

Jednak asymetria rozkladu skosnego powoduje, Ze réwne procenty w rozkladzie syme-
trycznym stajg si¢ nieréwne. Na przyklad w rozkladzie, ktory jest skosny prawostronnie,
mozesz znalez¢ 45% pola powierzchni pod krzywa pomiedzy $rednig arytmetyczng a jed-
nym standardowym odchyleniem ponizej tej sredniej. Inne 25% moze si¢ znajdowac po-
miedzy $rednig a jednym standardowym odchyleniem powyzej niej.

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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W tym przypadku nadal masz okoto 68% pola powierzchni pomigdzy jednym standardowym
odchyleniem ponizej i jednym standardowym odchyleniem powyzej $redniej arytmetyczne;.
Jednak to 68% jest podzielone tak, ze jego duza cze$¢ znajduje si¢ ponizej srednie;j.
Graficzne przedstawianie rozktadéw skosnych

Na rysunku 7.1 przedstawiono kilka rozkladéw z réznymi stopniami skosnosci.

X - rozkfad zblizony do normalnego
Skosnos¢=-0.02

F
Skosnosé=1.12

Skosnosé=0.57

-.III“‘ |“IIII-
@

logx
Skodnosc=-0.74

Rysunek 7.1. Krzywa jest okreslona jako skosna w kierunku, w ktorym sie rozciagga— krzywa log X jest skosna lewostronnie albo skosna ujemnie

Krzywa normalna pokazana na rysunku 7.1 (oparta na wygenerowanej za pomoca dodatku
Analiza danych Excela losowej probie 5000 liczb) nie jest idealng krzywa normalna, ale jej bliska
aproksymacja. Jej sko$nosé¢ obliczona przez funkcje Excela SKOSNOSC () wynosi —0,02. Jest to
warto$¢ bardzo bliska zera. Doskonala krzywa normalna ma sko$nos¢ réwna doktadnie 0.

Krzywe X? i log X na rysunku 7.1 sg oparte na tych samych wartosciach X co ilustracja
przyblizonego rozktadu normalnego. Krzywa X? rozcigga sie w prawo i ma dodatnig sko-
$no$¢ réwng 0,57. Krzywa log X rozciaga sie w lewo i ma sko$noé¢ ujemng réwna -0,74.
Ogolnie rzecz biorac, ujemne miary sko$nosci wskazujg na rozktad, ktéry rozciaga si¢ w lewo,
a dodatnie miary sko$noéci dotycza wykresow rozciggnietych w prawo.

Krzywa F na rysunku 7.1 jest oparta na prawdziwym rozkladzie F z 4 i 100 stopniami
swobody. (Wiecej na temat rozkladéw F znajdziesz w tej ksigzce, poczawszy od rozdziatu 10.,
»Testowanie réznic pomiedzy $rednimi — analiza wariancji”. Rozktad F jest oparty na pro-
porcji dwdch wariancji, z ktérych kazda ma pewna liczbe stopni swobody). Rozklady F
zawsze s3 sko$ne prawostronnie. Ten zostat tu umieszczony, aby$ mégl poréwnac go z innym
waznym rozkladem — t-Studenta, ktoéry pojawi si¢ w nastepnym podpunkcie na temat
kurtozy krzywe;j.
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Rozdziat 7 Praca z rozktadem normalnym w Excelu

Obliczanie skosnosci

Istnieje kilka metod obliczania sko$noéci zbioru liczb. Chociaz zwracane wartosci sg bliskie
sobie nawzajem, zadne dwie metody nie daja doktadnie tych samych wynikéw. Niestety
naukowcy nie doszli w tej sprawie do porozumienia. Pisze tu o wigkszosci stosowanych
wzoréw, aby$ byl $wiadomy braku jednej ogdlnie obowiazujacej metody. Badacze czgsciej
niz kiedy$ podaja pewna miare skosnosci, aby poméc swoim klientom lepiej zrozumieé
nature danych. Przedstawienie miary sko$noéci jest znacznie bardziej skuteczne niz dru-
kowanie wykresu w gazecie i liczenie na to, ze czytelnik zdecyduje, jak bardzo rézni si¢ ten
rozklad od normalnego. Ta réznica moze wplywa¢ na wszystko — od znaczenia wspo6tczynni-
kow korelacji do prawidtowosci testéw wnioskowania na podstawie zadanych danych.

Na przykiad jedna z miar sko$nosci zaproponowana przez Karla Pearsona (tego od wspodt-
czynnika korelacji Pearsona) jest pokazana tutaj:

Skosnos¢ = (Srednia - Moda) /| Odchylenie standardowe

Jednak bardziej typowym sposobem jest uzycie sumy podniesionych do szescianu wartosci
standaryzowanych (wartoéci z) w rozkladzie. Jedna z takich metod obliczania sko$nosci

jest nastepujaca:
N

Z Zi3/N
i=1

Jest to po prostu $rednia z sze$ciandw warto$ci standaryzowanych.

Excel uzywa odmiany takiej formuly w funkcji SKOSNOSC():

N
N Z 72 [((N = 1D(N - 2))
i=1

Po odrobinie zastanowienia mozna zauwazy¢, ze funkcja Excela zawsze zwraca wieksza
warto$¢ niz prosta $rednia sze$ciandéw wartosci standaryzowanych. Jezeli liczba wartosci
w rozkladzie jest duza, te dwa podejscia sg prawie réwnowazne. Jednak w przypadku tylko
pieciu wartosci funkcja SKOSNOSC () zwraca wartoé¢ ponad dwukrotnie wiekszg niz $rednia
sze$cianow wartosci z. Spdjrz na rysunek 7.2, gdzie oryginalne wartoéci w kolumnie A sg
po prostu powielone w kolumnie E. Zauwaz, ze zaréwno $rednia sze$cianéw wartosci z, jak
i wartoé¢ zwracana przez funkcje SKOSNOSC () zalezg od liczby danych.

Kurtoza

Rozkiad moze by¢ symetryczny, ale nadal daleki od normalnego wzorca, gdy jest bardziej
wysmukly lub bardziej ptaski niz prawdziwa krzywa normalna. Ta cecha jest nazywang
kurtoza krzywe;j.
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Rysunek 7.2.

Wraz ze wzrostem
liczby wartosci
réznica pomiedzy
$rednig szesciandw
wartosci z a wartoscia
Zwracang przez
funkcje SKOSNOSC()
jest coraz mniejsza

Typy kurtozy

Opis rozktadu normalnego

1
2
3
a
5
6
7
8
9

10
1
12
13
14
15
16
17

18
13

A

Wartosci
oryginalne

Wow oW MM

B e
Wartosci
standaryzowane
(wartosci z) r
-0,610257153  -0,22727
-0,610257153 -0,22727
-0,271225401 -0,01995
-0,271225401 -0,01995
1,762965109 5,479377
$rednia 2*: 0,996987
=SKOSMNOSC{AZ:AG)  2,077057

E

Wartosci
oryginalne

Wow oW MM W W WM MWW oW kM

F
Wartosci
standaryzowane
(wartosci z)

-0,659153062
-0,659153062
-0,292956916
-0,292956516

1,904219956
-0,659153062

-0,659153062
-0,292956916
-0,292956516

1,904219956
-0,659153062
-0,659153062
-0,292956516
-0,292956916

1,904213556

3
s

-0,28639
-0,28639
-0,02514
-0,02514
6,904804
-0,28639
-0,28639
-0,02514
-0,02514
6,904804
-0,28639
-0,28639
-0,02514
-0,02514
6,904804

Srednia z°:
=5KOSNOSC[E2:ELG)

1,256347
1,553177
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Kilka przymiotnikéw, ktdre opisuja nature kurtozy krzywej, pojawia si¢ prawie wylacznie
w podrecznikach statystyki:

B Platykurtyczna krzywa jest bardziej plaska i szeroka niz krzywa normalna.

B Mezokurtyczna krzywa ma przecigtng kurtoze. Krzywa normalna jest mezo-
kurtyczna.

B Leptokurtyczna krzywa jest bardziej wypukla niz krzywa normalna — pole $rod-
kowe jest bardziej wysmukte. Oznacza to, ze wigkszy obszar pod krzywa znajduje si¢
na brzegach. Innymi stowy, grubsze ogony rozkladu zabierajg wigcej pola ze $rodka
krzywej.

Rozklad t-Studenta (patrz rozdziat 8.) jest leptokurtyczny, ale im wigcej obserwacji
w probie losowej, tym bardziej przypomina krzywa normalng. Poniewaz wigkszy obszar
znajduje si¢ w ogonach rozkladu t-Studenta, konieczne sg specjalne poréwnania w przy-
padku wykorzystania tego rozkladu do testu $rednich dla wzglednie matej préby losowe;.
Rozdzialy 8. i 9. zawieraja do$¢ szczegdtowy opis tego problemu, ale zobaczysz, ze
leptokurtyczny rozktad t-Studenta ma takze zastosowanie w analizie regresji (patrz
rozdzial 12.).

Rysunek 7.3 przedstawia krzywa zblizong do normalnej — w dowolnej proporcji,
z kurtozg -0,03 bardzo bliska zera. Pokazuje takze nieco leptokurtyczng krzywa z kur-
toza réwna -0,80.
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Rysunek 7.3. Normalny

Obserwacje potozone {mezokurtyczny)

blizej srodka krzywej Kurtaza=-0.03

normalnej przesuwaja

sie w kierunku ogonéw

krzywej leptokurtycznej |
-IIII‘| ‘llll--
Leptokurtyczny
Kurtoza=-0.80

Zauwaz, ze wigkszy obszar pod krzywa leptokurtyczna znajduje sie w ogonie rozkladu,
a mniejszy w jego srodku. Rozktad t-Studenta jest zgodny z tym wzorcem, a testy dotyczace
takich statystyk jak $rednie biorg to pod uwage, gdy na przyktad odchylenie standardowe
jest nieznane, a liczebnos¢ proby mata. Gdy wieksza czes¢ pola powierzchni lezy w ogonach
rozktadu, krytyczne wartoéci potrzebne do odrzucenia hipotezy zerowej sg wigksze niz
w przypadku rozkladu normalnego. Ten efekt znajduje takze zastosowanie w konstrukeji
przedzialéw ufnoéci (opisanych dalej w tym rozdziale).

Obliczanie kurtozy

Przestanki do obliczania kurtozy sg takie same jak w przypadku obliczania sko$nosci —
liczba jest czesto bardziej skutecznym sposobem opisu niz wykres. Co wigcej, znajomoséé
oddalenia rozkladu od krzywej normalnej pomaga odbiorcom badan pozna¢ kontekst po-
zostalych wnioskow.

Excel oferuje funkcje arkusza KURTOZA() do obliczania kurtozy w zbiorze liczb. Niestety,
podobnie jak w przypadku skosnoéci, nie ustalono jednego wzoru na kurtoze. Statystycy
zgadzajg sie jednak co do tego, ze zalecane metody zwykle korzystaja z pewnej odmiany not
standardowych podniesionych do czwartej potegi.
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Oto podrecznikowa definicja kurtozy:
N 4
=14 3
N
W tej definicji N jest liczba wartoéci w rozkladzie, a z reprezentuje odpowiednie warto$ci
standaryzowane — jest to kazda warto$¢ pomniejszona o $rednig i podzielona przez od-

chylenie standardowe.

Liczba 3 jest odejmowana, aby dla krzywej normalnej otrzymaé wynik réwny 0. Wtedy
dodatnie wartosci kurtozy wskazuja rozklad leptokurtyczny, a ujemne — rozklad platy-
kurtyczny. Poniewaz warto$ci standaryzowane sa podnoszone do parzystej potegi, ich
suma (a dlatego rowniez $rednia) nie moze by¢ ujemna. Odejmowanie liczby 3 jest wy-
godnym sposobem nadania platykurtycznym krzywym ujemnej wartoséci kurtozy. Niektore
wersje tej formuly nie odejmuja tej liczby i zwracajg wartoé¢ 3 dla krzywej normalne;.

Funkcja KURTOZA() jest obliczana wedlug ponizszego wzoru, zgodnie z podejéciem, ktore
ma na celu korekcje obcigzenia w estymacji parametru populacji za pomocg proby:

N(N +1) -, 3N -—1)?
W-DW-2W-3) 4" " W-2)N-3)

Kurtoza =

Standaryzowany rozktad normalny

Jedna szczeg6lna wersja normalnego rozkladu ma specjalng wage. Mowa tu o rozkladzie
normalnym standaryzowanym lub normalnym standardowym. Jego ksztalt jest taki sam
jak dowolnego rozkladu normalnego, ale $rednia wynosi 0, a odchylenie standardowe 1.
Ta lokalizacja ($rednia 0) i rozproszenie (standardowe odchylenie réwne 1) sprawiaja, ze
jest on standardowy, co jest bardzo wygodne.

Z powodu tych dwoéch charakterystyk natychmiast znasz skumulowane pole powierzchni
ponizej dowolnej wartoéci. W jednostkowym rozkladzie normalnym warto$¢ 1 jest od-
dalona w prawo o jedno standardowe odchylenie od $redniej 0 i dlatego 84% pola po-
wierzchni przypada po jej lewej stronie. Warto$¢ -2 znajduje sie dwa odchylenia standar-
dowe ponizej $redniej réwnej 0, wiec 2,275% pola powierzchni lezy po jej lewej stronie.

Z drugiej strony zatézmy, ze pracujesz z rozkladem, ktéry ma $rednia 7,63 centymetra
i odchylenie standardowe 0,124 centymetra — przypusémy, ze reprezentuje Srednice czesci
maszyny, ktorej rozmiar musi by¢ precyzyjny. Jezeli kto§ powie Ci, ze jedna z czgsci maszyny
ma $rednice réwna 7,816, prawdopodobnie bedziesz musial mysle¢ przez chwile, zanim
stwierdzisz, ze jest to péttora odchylenia standardowego powyzej $redniej. Ale jezeli uzy-
wasz standaryzowanego rozkladu normalnego jako miary, po uslyszeniu wyniku 1,5 be-
dziesz znal dokladne polozenie wymiaru tej cze$ci maszyny w rozkladzie.
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Interpretacja znaczenia wartosci jest szybsza i tatwiejsza, jezeli uzywasz standaryzowane-
go rozkladu normalnego. Excel ma funkcje arkusza przeznaczone do rozkladu normalne-
go 1 s3 one tatwe w uzyciu. Excel udostepnia takze funkcje skrojone specjalnie do jednost-
kowego rozkladu normalnego, ktdre sg jeszcze latwiejsze w uzyciu — nie trzeba podawaé
$redniej ani odchylenia standardowego rozktadu, poniewaz sa one znane. Nastepny pod-
rozdzial skupia si¢ na tych funkcjach zaréwno w Excelu 2010, jak i jego wczes$niejszych
wersjach.

Funkcje Excela dla rozktadu normalnego

Excel nazywa funkcje, ktére dotyczg rozktadu normalnego, w taki sposob, abys zawsze
wiedzial, czy masz do czynienia z dowolnym rozkladem normalnym, czy ze standaryzo-
wanym rozkltadem normalnym ze srednig 0 i odchyleniem standardowym réwnym 1.

Excel odwoluje sie do standaryzowanego rozktadu normalnego jako ,,standardowego” normal-
nego i dlatego uzywa litery S w nazwie funkgji. Dlatego funkcja ROZKt . NORMALNY () dotyczy
dowolnego rozkladu normalnego, podczas gdy funkcja zgodnoéci ROZKtAD . NORMALNY.S()
i funkcja spdjnosci ROZKE .NORMALNY.S () odnosza sie do standaryzowanego rozkladu
normalnego.

Funkcja ROZKt.NORMALNY()

Zalézmy, ze interesuje Cie rozktad w populacji pozioméw lipoprotein o wysokiej gestosci
(ang. high-density lipoprotein, HDL), czyli tzw. ,,dobrego cholesterolu”, wéréd oséb doro-
stych powyzej 20. roku zycia. Ta zmienna jest normalnie mierzona w miligramach na de-
cylitr krwi (mg/dl). Zakladajac, ze poziomy HDL maja rozklad normalny (a majg), mozesz
dowiedzie¢ si¢ wiecej na temat rozkladu HDL w populacji, stosujac wiedze na temat krzywej
normalnej. Sposobem, zeby to zrobi¢, jest uzycie funkeji Excela ROZKt. . NORMALNY ().

Sktadnia funkcji ROZKt.NORMALNY()

Funkcja ROZKt. . NORMALNY () przyjmuje nastepujace dane jako argumenty:

B x — to warto$¢ w rozkladzie, ktdrg obliczasz. Jezeli obliczasz poziomy HDL, mozesz
by¢ zainteresowany konkretnym poziomem — powiedzmy, 60. Ta konkretna war-
tos¢ jest ta, ktorg podasz jako pierwszy argument funkcji ROZKt. . NORMALNY ().

B Srednia — drugim argumentem jest $rednia rozkladu, nad ktérym pracujesz.
Zatoézmy, ze $redni poziom HDL wéréd ludzi powyzej 20. roku zycia wynosi 54,3.

B Odchylenie standardowe — trzecim argumentem jest odchylenie standardowe
rozkladu, nad ktérym pracujesz. Zalézmy, ze standardowe odchylenie pozioméw
HDL wynosi 15.
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B Skumulowany — czwarty argument wskazuje, czy chcesz otrzyma¢ skumulowane
prawdopodobienstwo pozioméw HDL od 0 do x (réwnego w tym przykladzie 60), czy
prawdopodobienstwo odpowiadajace poziomowi HDL réwnemu dokladnie x (czyli 60).
Jezeli chcesz otrzymaé skumulowane prawdopodobienistwo, podaj PRAWDA jako czwarty
argument. W przeciwnym przypadku uzyj wartosci FALSZ.

Z3danie skumulowanego prawdopodobieristwa

Formuta:

=R0OZKt . NORMALNY (60;54,3;15; PRAWDA)

zwraca 0,648, czyli 64,8%. Oznacza to, ze 64,8% pola powierzchni pod rozkladem pozioméw
HDL znajduje si¢ pomiedzy 0 a 60 mg/dl. Ten wynik zostal pokazany na rysunku 7.4.

Rysunek 7.4.

Mozesz dostosowac
liczbe linii siatki,
formatujac o pionowa,
aby pokazywata wiecej
lub mniej gtdwnych
jednostek

1008
95%
90%
a85%
80%
75%
70%
65%
60%
55%
30%
45%
40%
35%
30%
25%
20%
15%
10%

5%
0%

[k

/ | Wartosé: 66%

eria danych "Prawdopodobienstwo”

Punkt "60,3"

9,3 ]

13,87

18,37

22,87

27,37

31,87

36,3
40,87

45,3

49,87

54,37

58,87

63,3

57,87
72,3
76,87

21,3

94,87

99,37

85,87
a0,3 ]

Jezeli przytrzymasz wskaznik myszy nad linig, ktéra pokazuje skumulowane prawdopo-
dobienstwo, zobaczysz male okno podreczne informujace, ktéry punkt danych wskazu-
jesz ijakie jest jego potozenie na osiach poziomej i pionowej. Raz utworzony wykres moze
poinformowa¢ Cie o prawdopodobienstwie zwigzanym z dowolnym wykreslonym punk-
tem, nie tylko opisanym tutaj 60 mg/dl. Jak wida¢ na rysunku 7.4, mozesz uzy¢ albo linii
siatki wykresu, albo wskaznika myszy do wyznaczenia, ze miara na przyklad 60,3 mg/dl
lub nizsza jest zaliczana do okolo 66% populacji.
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Zadanie oszacowania punktu

Rysunek 7.5. 5.0%
Wysokos¢ krzywej

w dowolnym punkcie to
wartos¢ funkdji gestosci
prawdopodobieristwa

Inaczej wyglada to, gdy jako czwarty (skumulowany) argument funkcji ROZKt . NORMALNY ()
wybierzesz FALSZ. W tym przypadku funkcja zwraca prawdopodobienstwo zwigzane
z konkretnym punktem okreslonym w pierwszym argumencie. Stosuj warto$¢ FALSZ
argumentu skumulowany, jezeli chcesz zna¢ wysoko$¢ krzywej normalnej dla konkretne;j
warto$ci obliczanego rozkladu. Rysunek 7.5 przedstawia jeden ze sposobow uzycia funkeji
ROZKt .NORMALNY () z argumentem skumulowany réwnym FALSZ.

2,0%

15%

1,0%

0.5%

00% T L S o o e e R RS T

Nieczesto zdarza sig, ze trzeba wyliczy¢ konkretna wysokos$¢ krzywej normalnej dla kon-
kretnej wartoéci, ale jezeli tak si¢ stanie — na przyklad po to, by narysowa¢ krzywa, ktéra
pomoze zobrazowaé wyniki — przydaje si¢ podanie argumentu skumulowany réwnego
FALSZ. (Ta warto$¢ — prawdopodobienstwo odpowiadajace konkretnemu punktowi albo,
inaczej, wysoko$¢ krzywej w tym punkcie — jest okreslana jako funkcja gestoéci praw-
dopodobienstwa).

Jezeli uzywasz wersji Excela wczesniejszej niz 2010, mozesz uzy¢ funkcji zgodnosci
ROZKEAD . NORMALNY (). Jest ona taka sama jak ROZKt..NORMALNY () pod wzgledem argu-
mentow i zwracanych wartosci.
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Funkcja ROZKt.NORMALNY.ODWR()

Ze wzgledéw praktycznych zwykle funkcja ROZKE . NORMALNY () jest potrzebna po fakcie,
czyli wtedy, gdy dane sg juz zebrane i znasz $rednig oraz odchylenie standardowe préby
losowej lub populacji. Rodzi si¢ wtedy pytanie: gdzie dana warto$¢ znajduje si¢ w rozkladzie
normalnym? Ta warto$¢ moze by¢ srednig proby losowej, ktéra chcesz poréwnac z po-
pulacja, lub pojedynczg obserwacja, ktéra chcesz umiesci¢ w kontekscie wiekszej grupy.

W tym przypadku mozesz przekaza¢ te informacje do funkcji ROZKt. . NORMALNY ( ), ktéra okre-
§li prawdopodobienstwo obserwowania wartoéci mniejszej lub réwnej zadanej (skumulowany
= PRAWDA) badz warto$¢ funkcji gestoéci (skumulowany = FALSZ). Mozesz nastgpnie po-
réwnac to prawdopodobienstwo z przyjetym w eksperymencie wspétczynnikiem a.

Funkcja ROZKt. . NORMALNY . ODWR () jest blisko zwigzana z funkcja ROZKt . NORMALNY ()
i pozwala spojrze¢ na zagadnienie z troche innej perspektywy. Zamiast zwraca¢ warto$¢ przed-
stawiajacg pole powierzchni — czyli prawdopodobiefistwo — funkcja ROZKt . NORMALNY . ODWR ()
zwraca warto$¢, ktora reprezentuje punkt na osi poziomej krzywej rozkladu normalnego.
Jest to punkt, ktoéry podaje sie jako pierwszy argument funkcji ROZKt. . NORMALNY ().

Na przyklad w poprzedniej sekcji pokazaliémy, ze formula:
=ROZKt. .NORMALNY (60;54,3; 15; PRAWDA)

zwraca warto$¢ 0,648. Warto$¢ 60 jest przynajmniej tak wielka jak 64,8% obserwacji w roz-
ktadzie normalnym o $redniej 54,3 i odchyleniu standardowym réwnym 15.

Z drugiej strony formuta:
=R0OZKt . NORMALNY .0DWR(0,648;54,3;15)

zwraca warto$¢ 60. Jezeli rozklad ma $rednig 54,3 i odchylenie standardowe réwne 15,
wtedy 64,8% obserwacji ma warto$¢ 60 lub mniejsza. Ten przyklad jest dobra ilustracja.
Zwykle nie zwrécilby$ uwagi, ze 64,8% obserwacji lezy ponizej konkretnej warto$ci.

Zalézmy jednak, ze podczas przygotowywania projektu badawczego zdecydowales, ze
uznasz za wiarygodny efekt pewnego oddziatywania (np. kuracji medycznej) tylko wtedy,
gdy $rednia grupy eksperymentalnej bedzie si¢ znajdowala w gérnych 5% populacji. (Jest
to spojne z tradycyjnym podejsciem do badan z wykorzystaniem hipotezy zerowej, ktdre
zostanie znacznie bardziej szczegdlowo opisane w rozdzialach 8.1 9.). W tym przypadku
bedziesz chciat wiedzie¢, jaki wynik definiuje gérne 5%.

Jezeli znasz $rednig i odchylenie standardowe, funkcja ROZKt. . NORMALNY . ODWR () wykona
to zadanie za Ciebie. Zajmijmy si¢ dalej populacja ze $rednig 54,3 i odchyleniem standar-
dowym réwnym 15. Formuta:

=R0OZKt . NORMALNY . 0DWR(0,95;54, 3;15)

zwraca 78,97. Pie¢ procent obserwacji o rozktadzie normalnym, ktéry ma $rednia roéwng 54,3
i odchylenie standardowe réwne 15, lezy powyzej wartosci 78,97.
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Jak widzisz, w formule zastosowalem 0,95 jako pierwszy argument funkcji ROZKt.. NORMALNY .
ODWR(). Jest tak, poniewaz funkcja ROZKt .NORMALNY . ODWR zaklada skumulowane praw-
dopodobienstwo — zauwaz, ze w przeciwienistwie do funkcji ROZKt . NORMALNY (), funkcja
ROZKt. .NORMALNY .ODWR () nie ma czwartego argumentu skumulowany. Dlatego pytanie,
jaka warto$¢ odcina gérne 5% rozkiadu, jest rownowazne z pytaniem, jaka warto$¢ odcina
dolne 95% rozkiadu.

W tym kontekscie wybdr uzycia funkcji ROZKt . NORMALNY () lub ROZKt. . NORMALNY . ODWR ()
zalezy gloéwnie od rodzaju poszukiwanych informacji. Jezeli chcesz wiedzie¢, jakie jest
prawdopodobienstwo, ze zaobserwujesz liczbe tak duzg jak X, podaj te wartos¢ funkcji
ROZKt .NORMALNY (), aby otrzymaé prawdopodobienstwo. Jezeli chcesz poznac liczbe,
ktora stuzy jako ograniczenie pola powierzchni — pola, ktére odpowiada zadanemu
prawdopodobienistwu — podaj pole powierzchni do funkcji ROZKE . NORMALNY . ODWR (),
aby otrzymac te liczbe.

W kazdym z tych przypadkéw musisz podaé $redniag i odchylenie standardowe. W przy-
padku funkcji ROZKE . NORMALNY potrzebny jest dodatkowy argument okreslajacy, czy in-
teresuje Cie¢ skumulowane prawdopodobienstwo, czy warto$¢ funkcji gestosci w punkcie.

Funkgja spojnosci ROZKt. . NORMALNY . ODWR () nie jest dostepna w wersjach Excela wcze$niej-
szych niz 2010, ale zamiast niej mozesz uzy¢ funkgji zgodnosci ROZKtAD . NORMALNY . ODW( ).
Argumenty i wyniki sg takie same jak w przypadku funkcji ROZKt. . NORMALNY . ODWR ().

Korzystanie z funkcji ROZKL.NORMALNY.S()

Mozna by wiele pisa¢ o wyrazaniu odlegto$ci, wag, czasu itp. w ich oryginalnych jednost-
kach pomiarowych. Stuzy do tego funkcja ROZKt. . NORMALNY (). Kiedy jednak chcesz uzywacé
standardowej jednostki miary do zmiennej o rozktadzie normalnym, powiniene$ pomysle¢
o funkcji ROZKE . NORMALNY. S (). Litera S w nazwie funkcji oznacza oczywiscie standardowy.

Stosowanie funkcji ROZKt..NORMALNY .S () jest szybsze, poniewaz nie trzeba podawaé
éredniej ani odchylenia standardowego. Srednia (0) i odchylenie standardowe (1) standa-
ryzowanego rozkladu normalnego sg znane z definicji. Wszystko, czego potrzebuje funkgcja
ROZKE .NORMALNY.S(), to warto$¢ standaryzowana (warto$¢ z) oraz wskazanie, czy ma
obliczy¢ skumulowane pole powierzchni (PRAWDA), czy wartoé¢ funkeji gestosci w punkcie
(FALSZ). Funkcja korzysta z prostej sktadni:

=ROZKL .NORMALNY .S (z; skumulowany)
Dlatego formuta:

=ROZKt. . NORMALNY.S(1,5; PRAWDA)

informuje Cig, ze 93,3% pola powierzchni pod krzywa znajduje si¢ po lewej stronie wartosci
standaryzowanej rownej 1,5. W rozdziale 3., ,Rozrzut — jak sie rozpraszaja wartosci”, znaj-
dziesz wprowadzenie do koncepcji wartosci standaryzowanych, czyli wartosci z.
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_ OSTRZEZENIE

Funkgja zgodnosci ROZKEAD . NORMALNY . S () jest dostepna w wersjach Excela wezesniej-
szych niz 2010. Jest to jedyna z funkcji zgodnosci rozktadu normalnego, ktdrej lista argumentéw
jest inna niz zwiazanej z nig funkgji spéjnosci. ROZKLAD . NORMALNY . S () nie ma argumentu
skumulowany — zwraca domyslnie skumulowane pole powierzchni po lewej stronie arqu-
mentu z. W Excelu pojawi sie ostrzezenie o bfedzie, jezeli podasz argument skumulowany
do funkcji ROZKEAD . NORMALNY . S (). Jezeli chcesz obliczy¢ wartos¢ punktowa zamiast
skumulowanego prawdopodobieristwa, powinienes uzy¢ funkcji ROZKEAD . NORMALNY (),
podajac O jako drugi argument, a 1 jako trzeci. Te dwa argumenty okreslaja wspélnie jednost-
kowy rozktad normalny. Nastepnie mozesz poda¢ wartos¢ FALSZ jako czwarty argument
funkgji ROZKLAD . NORMALNY () . Oto przyktad:

=ROZKLAD .NORMALNY (1;0;1;FA1SZ)

Korzystanie z funkcji ROZKt.NORMALNY.S.ODWR()

Jeszcze tatwiej jest uzy¢ funkcji odwrotnej do ROZKE .NORMALNY .S (), ktdrg jest ROZKL . NOR-
MALNY.S.O0DWR (). Jedyny przyjmowany przez te funkcje argument to prawdopodobienstwo:

=R0OZKt . NORMALNY.S.0DWR(0,95)

Ta formula zwraca 1,64, co oznacza, ze 95% pola powierzchni pod krzywa normalng lezy
po lewej stronie wartosci z rownej 1,64. Jezeli uczeszczate$ na kurs podstaw wnioskowania
statystycznego, ta liczba prawdopodobnie wyglada znajomo, tak znajomo jak 1,96, ktéra
odcina 97,5% rozkladu.

Te liczby wystepuja powszechnie, poniewaz s3 zwigzane z pojawiajacymi sie regularnie
pod tabelami w prasowych i internetowych raportach wpisami ,,p<0,05” i ,,p<0,025” —
koleinami, w ktore nie chcialby$ wpasé. Znacznie wigcej informacji na temat takich wpi-
sow znajduje sie w rozdziatach 8. i 9. w kontekscie rozktadu t-Studenta (ktory jest blisko
zwigzany z rozkladem normalnym).

Funkcja zgodnosci ROZKEAD . NORMALNY.S.0DW() przyjmuje ten sam argument i zwraca
te same wyniki co ROZKt . NORMALNY.S.0DWR().

Jest jeszcze jedna funkcja arkusza Excela, ktéra dotyczy bezposrednio rozkltadu normal-
nego — UFNOSC.NORM(). Przed wlasciwym omdwieniem jej celu i zastosowania niezbedne
jest najpierw poznanie odrobiny podstaw teoretycznych.

Przedziaty ufnosci i rozktad normalny

Przedzial ufnosci to rozstep wartosci, ktory daje uzytkownikowi poczucie, jak dokladnie
dana statystyka szacuje parametr. Najbardziej znanym zastosowaniem przedzialu ufnoéci
jest prawdopodobnie ,margines btedu” umieszczany w wiadomosciach na temat sondazy:
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»Margines bledu wynosi +3 punkty procentowe”. Jednak przedzialy ufnosci sg uzyteczne
w kontekscie, ktory znacznie wykracza poza t¢ prosta sytuacje.

Przedzialy ufnosci mogg by¢ uzywane z rozkltadami, ktore nie sa normalne — takimi, kto-
re s3 mocno skoéne lub w inny sposéb odrdzniaja si¢ od normalnych. Jednak najprosciej
je pozna¢ na przykladzie rozkladow symetrycznych, dlatego wlasnie tym tematem sig
teraz zajmiemy. Nie my$l jednak, ze mozesz uzywa¢ przedzialéw ufnosci tylko do rozkla-
déw normalnych.

Inaczenie przedziatu ufnosci

Zalézmy, ze zmierzytes poziom HDL w krwi 100 os6b dorostych na specjalnej diecie i ob-
liczyle$ érednig 50 mg/dl z odchyleniem standardowym réwnym 20. Jeste$ swiadomy, ze
$rednia jest statystyka, a nie parametrem populacji, i Ze inna préba 100 dorostych na tej
samej diecie prawdopodobnie zwrdci inng warto$¢ $redniej. Po wielu powtérzonych
losowaniach préb $rednia catkowita — czyli $rednia $rednich prob losowych — okaze sie
bardzo, bardzo bliska parametru populacji.

Jednak Twoje zasoby nie sg tak duze i masz zamiar dokona¢ analizy tylko z tg jedna staty-
styka, réwna 50 mg/dl, ktorg obliczytes dla swojej proby. Chociaz wartoé¢ 20, ktéra obli-
czyle$ dla odchylenia standardowego, jest statystyka, jest taka sama jak znane odchylenie
standardowe populacji rowne 20. Mozesz teraz uzy¢ standardowego odchylenia préby i liczby
stablicowanych wartoéci HDL w celu wyznaczenia sensu w estymacji za pomocg tej proby.

Robisz to, konstruujac przedziat ufnosci wokot $redniej réwnej 50 mg/dl. Przypusémy, ze
przedziat rozciaga sie od 45 do 55. (I tutaj mozesz zobaczy¢ zwiazek z ,,+3 punkty procen-
towe”). Czy to oznacza, ze prawdziwa $rednia populacji znajduje si¢ gdzie$ pomiedzy 45 a 55?

Nie, chociaz moze tak by¢. Tak jak istnieje wiele mozliwych préb, ktére mogtbys wylo-
sowad, ale tego nie zrobiles, istnieje wiele mozliwych poziomdéw ufnoséci, ktére mogiby$
wtedy skonstruowac¢ wokét §rednich tych proéb. Jak zobaczysz, poziom ufnosci konstruuje
sie w taki sposdb, ze gdybys wzigt duzo wigcej $rednich i umiescit wokot nich poziomy
ufnosci, 95% pozioméw ufnosci objetoby prawdziwg $rednig populacji. Dla konkretnego
poziomu ufnosci, ktdry skonstruowales, prawdopodobienstwo, ze prawdziwa §rednia popula-
¢ji miesci sie w tym przedziale, wynosi albo 1, albo 0 — przedzial pokrywa $rednig albo nie.

Jednak bardziej racjonalne jest zalozenie, ze przedzial ufnosci, ktéry przyjales, jest jednym
z 95%, ktore zawieraja $rednig populacji, niz zalozenie sytuacji odwrotnej. Dlatego be-
dziesz sklonny wierzy¢ z 95-procentows ufnoscia, ze ten przedzial jest jednym z tych, ktoére
zawierajg $rednig populacji.

Chociaz pisalem w tym punkcie o 95-procentowych przedziatach ufnosci, mozesz skon-
struowaé takze 90- lub 99-procentowe przedzialy ufnosci czy nawet o dowolnym innym
stopniu ufnosci, ktéry ma dla Ciebie sens w danej sytuacji. Niebawem przekonasz sig, jak
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Twoje wybory podczas konstruowania przedzialu wplywaja na sama jego nature. Opis
stanie sie prostszy, jezeli na chwile zapomnisz o swym niedowierzaniu. W skrécie: zamie-
rzam poprosi¢ Cie o wyobrazenie sobie sytuacji, w ktérej znasz odchylenie standardowe
miary w populacji, ale nie wiesz, jaka jest $rednia tej populacji. To sytuacja nietypowa, ale
jak najbardziej mozliwa.

Konstruowanie przedziatu ufnosci

Przedzial ufno$ci dla $redniej, zgodnie z opisem w poprzednim punkcie, wymaga naste-
pujacych elementéw sktadowych:

B samej Sredniej,

B odchylenia standardowego obserwacji,

B liczby obserwacji w prébie,

B poziomu ufnosci, ktéry chcesz zastosowaé do przedzialu ufnosci.

Zaczynajac od poziomu ufnoéci, zalézmy, ze chcesz utworzy¢ 95-procentowy przedziat
ufnosci. Cheesz skonstruowac go w taki sposéb, zeby srednio w 95 przypadkach na 100 pokryt
prawdziwa $rednig populacji.

Poniewaz w tym przypadku masz do czynienia z rozkladem normalnym, mozesz wpisa¢
nastepujace formuly do arkusza:

=R0OZKt . NORMALNY.S.0DWR(0,025)
=R0OZKt . NORMALNY.S.0DWR(0,975)

Funkcja ROZKt . NORMALNY . S.ODWR() opisana w poprzednim podrozdziale zwraca wartos¢
standaryzowang, ktéra ma po lewej stronie utamek pola powierzchni pod krzywa zadany
jako argument. Dlatego funkcja ROZKt . NORMALNY.S.0DWR(0,025) zwraca -1,96. Jest to
warto$¢ z, po ktérej lewej stronie lezy 0,025, czyli 2,5% pola pod krzywsa.

Podobnie funkcja ROZKt . NORMALNY.S.0DWR(0,975) zwraca 1,96, czyli wartos¢ z, ktora
ma 97,5% pola pod krzywa po lewej stronie. Inaczej mozna powiedzie¢, ze 2,5% pola pod
krzywa lezy po jej prawej stronie. Te liczby sa pokazane na rysunku 7.6.

Pole powierzchni pod krzywa na rysunku 7.6 i pomiedzy warto$ciami 46,1 a 53,9 na osi
poziomej obejmuje 95% pola powierzchni pod krzywa. Krzywa w teorii rozszerza si¢ nie-
skoniczenie w lewo i w prawo, wigc wszystkie mozliwe wartosci srednich populacji sa
uwzglednione. 95% mozliwych wartosci lezy wewnatrz 95-procentowego przedziatu uf-
nosci pomiedzy 46,1 a 53,9.

Liczby 46,1 i 53,9 zostaly wybrane tak, aby obejmowaly 95%. Jezeli chcialby$ otrzyma¢
99-procentowy przedzial ufnosci (lub jakis$ inny, z mniejszym lub wigkszym prawdopodo-
biefistwem stanowigcy jeden z przedzialéw obejmujacych $rednig populacji), wybralbys inne
liczby. Rysunek 7.7 przedstawia 99-procentowy przedziat ufnosci wokét sredniej proby réwnej 50.
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Rysunek 7.6.
Dostosowanie
ograniczenia wartosci
z reguluje poziom
ufnosci. Pordwnaj
rysunki 7.6i7.7

Srednia

95-procentowy
przedziat ufnosci

........................................
44 45 46 a7 48 49 50 51 52 53 54 55 56
Poziom HDL

Rysunek 7.7.
Rozszerzanie przedziatu
daje wigksza pewnos¢,
7e pokryje parametr
populagji, ale
nieuchronnie skutkuje
mniej doktadnym
oszacowaniem

Srednia

99-procentowy
przedziat ufnosci

T T
44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56
Poziom HDL

Na rysunku 7.7 99-procentowy przedzial ufnosci rozszerza sie z 44,8 do 55.2, czyli zwiek-
sza si¢ 0 2,6 jednostki w stosunku do 95-procentowego przedzialu ufnoéci przedstawione-
go na rysunku 7.6. Na sto 99-procentowych przedzialéw ufnosci skonstruowanych wokot
$rednich 100 préb srednio 99 (nie 95, jak bylo poprzednio) pokrytoby $rednia populacji.
Dodatkowa ufnoé¢ jest zapewniana przez rozszerzenie przedzialu. Ta wymiana zawsze
dotyczy przedzialéw ufnosci. Im wezszy przedzial, tym bardziej precyzyjnie nakreslone
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jego granice, ale mniej takich przedzialéw pokryje poszukiwang statystyke (tutaj $rednia).
Im szerszy przedzial, tym mniej precyzyjnie okreslasz granice, ale wigksza liczba prze-
dziatéw pokryje dang statystyke.

Poza okre$leniem poziomu ufnosci jedynym czynnikiem, ktdry jest pod Twoja kontrola,
jest liczebno$¢ proby losowej. Nie mozesz nakazaé, aby odchylenie standardowe bylo
mniejsze, ale mozesz dobra¢ liczniejsze proby. Jak zobaczysz w rozdziatach 8. i 9., odchy-
lenie standardowe uzyte w przedziatach ufnoéci wokot sredniej proby nie jest odchyleniem
standardowym poszczegolnych surowych wynikéw. Jest to odchylenie standardowe po-
dzielone przez pierwiastek kwadratowy liczebnosci préby i nosi nazwe bledu standardowego
$redniej arytmetycznej.

Zbiér danych uzywany do kreslenia wykreséw na rysunkach 7.6 i 7.7 ma odchylenie stan-
dardowe réwne 20, ktdre jest uwazane za takie samo jak odchylenie standardowe populaciji.
Liczebno$¢ proby wynosi 100. Dlatego btad standardowy $redniej wynosi:

20
Blad standardowy = —

v100
czyli 2.

W celu ukonczenia konstrukgji przedzialu ufnosci nalezy pomnozy¢ blad standardowy
$redniej przez wartosci standaryzowane, ktére odcinajg interesujacy Cie poziom ufnosci.
Rysunek 7.6 przedstawia na przyktad 95-procentowy przedziat ufnosci. Interwat musi by¢
zbudowany tak, aby 95% lezalo ponizej krzywej i wewnatrz przedzialu — dlatego 5% musi
leze¢ poza przedzialem, podzielone po réwno 2,5% pomiedzy dwa ogony.

Oto miejsce, gdzie wchodzi do gry funkcja ROZKE . NORMALNY.S.0DWR (). Wczesniej w tej
sekcji zostaly uzyte dwie formuty:

=R0OZKt . NORMALNY.S.0DWR(0,025)
=R0OZKt . NORMALNY.S.0DWR(0,975)

Zwracaja one wartosci standaryzowane -1,96 i 1,96, ktére stanowia granice odpowiednio
dla 2,5% i 97,5% standaryzowanego rozkladu normalnego. Jezeli pomnozysz kazda z nich
przez blad standardowy réwny 2 i dodasz $rednig réwna 50, otrzymasz 46,1 i 53,9, granice
95-procentowego przedzialu ufnosci o $redniej 50 i bedzie standardowym réwnym 2.

Jezeli chcesz mie¢ 99-procentowy poziom ufnoéci, zastosuj formuly:

=ROZKt . NORMALNY.S.0DWR (0, 005)
=ROZKt . NORMALNY.S.0DWR(0,995)

aby otrzymac¢ wyniki -2,58 i 2,58. Te noty standardowe odcinaja polowe jednego procenta
ze standaryzowanego rozktadu normalnego na kazdym konicu. Pozostaly obszar pod krzywa
to 99%. Pomnozenie kazdej wartoéci standaryzowanej przez 2 i dodanie $redniej réwnej
50 da w wyniku 44,8 i 55,2, czyli granice 99-procentowego przedziatu ufnosci dla sredniej
réwnej 50 i odchylenia standardowego réwnego 2.
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W tym momencie moze pomé6c odwrdcenie uwagi od arytmetyki i skupienie si¢ zamiast
tego na teorii. Dowolna warto$¢ standaryzowana jest pewna liczbg odchylen standardo-
wych — dlatego warto$¢ z réwna 1,96 odpowiada punktowi, ktéry znajduje sie 1,96 od-
chylen standardowych powyzej $redniej, a -1,96 znajduje sie 1,96 odchylen standardo-
wych ponizej $redniej.

Poniewaz natura krzywej normalnej zostata przestudiowana tak wyczerpujaco, wiemy, ze
95% pola powierzchni pod krzywa normalng znajduje si¢ pomiedzy 1,96 odchylenia stan-
dardowego ponizej $redniej a 1,96 odchylenia standardowego powyzej srednie;.

Gdy chcesz umieéci¢ przedzial ufnosci wokot sredniej arytmetycznej proby losowej, za-
czynasz od zdecydowania, jaki procent $rednich innych prob, jezeli bylyby zebrane i obli-
czone, chcialby$ znalez¢ w tym przedziale. Dlatego jezeli zdecydujesz, ze chcialbys, aby 95%
mozliwych $rednich préb znajdowato si¢ w Twoim przedziale ufnoséci, umiescitbys go
1,96 odchylenia standardowego powyzej i ponizej $redniej arytmetycznej proby losowe;.

Ale jak duze jest odpowiednie odchylenie standardowe? W tej sytuacji odpowiednimi
jednostkami sa same wartoéci $rednich. Musisz zna¢ odchylenie standardowe nie orygi-
nalnych indywidualnych obserwacji, ale $rednich, ktére sa obliczone na ich podstawie.
To odchylenie standardowe ma specjalng nazwe — blad standardowy srednie;j.

Dzieki obliczeniom matematycznym oraz dlugiemu doswiadczeniu w kwestii zachowania
liczb wiemy, ze dobrym estymatorem standardowego odchylenia wartoéci $rednich jest
odchylenie standardowe poszczegdlnych wynikéw podzielone przez pierwiastek kwadra-
towy liczebno$ci proby. Jest to odchylenie standardowe, ktére chcesz wykorzysta¢ do wy-
znaczenia przedziatu ufnosci.

W przykiadzie analizowanym w tym podrozdziale odchylenie standardowe wynosi 20,
a rozmiar proby to 100, dlatego blad standardowy $redniej wynosi 2. Gdy obliczysz 1,96
odchylenia standardowego ponizej i powyzej $redniej réwnej 50, otrzymasz wartoéci 46,1
i 53,9. Jest to Twdj 95-procentowy przedzial ufnosci. Jezeli wezmiesz inne 99 préobek z tej
populacji, okoto 95 ze 100 podobnych przedziatéw ufnosci pokryje $redniag populacji.
Zalozenie, ze przedzial ufnosci, ktéry zbudowates, jest jednym z 95 na 100, ktére obejmuja
$rednig populacji, jest rozsadne. Nie byloby takim stwierdzenie, Ze jest to jeden z pozo-
stalych 5 na 100, ktére nie obejmuja $redniej populacji.

Funkcje arkusza Excela, ktore wyznaczajq przedziaty ufnosci

Rozwazania w poprzednim punkcie na temat uzywania rozktadu normalnego zakladaly,
ze znasz odchylenie standardowe populacji. Nie jest to niewiarygodne zalozenie, ale jest
prawda, ze czesto nie znasz odchylenia standardowego populacji i musisz je oszacowaé na
podstawie proby. Sg dwa rézne rozklady, do ktérych potrzebujesz dostepu w zaleznoéci od
tego, czy znasz odchylenie standardowe, czy je szacujesz. Jezeli je znasz, odwolujesz si¢ do
rozktadu normalnego. Jezeli je szacujesz na podstawie préby, uzywasz rozkladu t-Studenta.
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Excel 2010 ma dwie funkgje arkusza: UFNOSC.NORM() i UFNOSC.T(), ktére pomagaja obliczy¢
szerokos¢ przedziatéw ufnosci. Funkcje UFNOSC.NORM() stosujesz, gdy znasz odchylenie
standardowe populacji dla danej miary (takie jak w przyktadzie tego rozdzialu dotycza-
cym pozioméw HDL). Funkcje UFNOSC.T() stosujesz, gdy nie znasz odchylenia standar-
dowego populadji i szacujesz je na podstawie danych proby. Wiecej informacji na temat tego
rozrdznienia i wyboru pomiedzy uzyciem rozktadu normalnego a rozkladu t-Studenta
znajdziesz w rozdziatach 8.1 9.

Wersje Excela wczeéniejsze niz 2010 mialy tylko funkcje UFNOSC (). Jej argumenty i wyniki
s3 identyczne z tymi funkcji UFNOSC.NORM(). Przed wersja 2010 nie byto zadnej pojedyn-
czej funkeji arkusza, ktéra by zwracala przedzial ufnosci na podstawie rozktadu t-Studenta.
Jednak, jak zobaczysz w tym punkcie, bardzo fatwo mozna zastapi¢ funkcje UFNOSC.T()
za pomoca funkcji ROZKE.. T.ODWR () lub ROZKLAD. T.0DW( ). Mozesz zastapic¢ funkcje UFNOSC.
NORM() za pomocg funkcji ROZKt. . NORMALNY . S. ODWR () lub ROZKEAD . NORMALNY.S.0DW().

Korzystanie z funkcji UFNOSC.NORM() | UFNOSC()

Rysunek 7.8 przedstawia maty zbiér danych w komorkach A2:A17. Jego $rednia znajduje
sie w komorce B2, a odchylenie standardowe populacji w komorce C2.

Rysunek 7.8. G2 - Je | =UFNOSC.NORM(F2;C2;ILE.LICZB(A2:A17))
Mozesz skonstruowac A B g Bt it 1
przedziat ufnosci, Odchylenie Potowa
uzywajac funk(ji ufnosci Srednia standardowe szerokosci
albo funkcji rozktadu 1 HDL HDL populacji Alfa rzedziatu
norma|nego 2 83 57,19 22,00 D,OSI 10,73!
3 64
4 50 Przedziat ufnosci: 46,41 do 67,97
5 67
] 45
7 86 Wartosc z
8 71 Alfaf2 0,025 -1,96
g 68 1-(Alfa/2) 0,975 1,96
10 36
11 20 Przedziat ufnosci: 46,41 do 67,97
12 57
13 49
14 37
15 94
16 39
17 44

Na rysunku 7.8 warto$¢ nazwana alfa («) znajduje si¢ w komorce F2. Uzycie tego terminu
jest spojne z uzyciem w innych kontekstach, na przyktad przy weryfikacji hipotez. Jest to
pole powierzchni pod krzywa, ktére jest poza granicami przedziatu ufnoéci. Na rysunku 7.6
a jest suma zacienionych obszaréw w ogonach krzywej. Kazdy zacieniony obszar obejmuje
2,5% catkowitego obszaru, wiec a wynosi 5% lub 0,05. Wynikiem jest 95-procentowy
przedzial ufnoéci.
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Komoérka G2 na rysunku 7.8 pokazuje, jak uzy¢ funkcji UFNOSC.NORM( ). Zauwaz, ze mozesz
w ten sam sposéb uzy¢ funkcji zgodnosci UFNOSC (). Oto sktadnia:

=UFNOSC.NORM(alfa;odchylenie standardowe;rozmiar)

gdzie rozmiar dotyczy liczebnoéci proby. Ta funkcja wprowadzona w komoérce G2 ma o
réwne 0,05, odchylenie standardowe populacji réwne 22 i 16 wartoséci w probie:

=UFNOSC.NORM(F2;C2;ILE.LICZB(A2:A17))

Wynikiem funkgji z tymi argumentami jest 10,78. Komorki G4 i I4 prezentuja odpowied-
nie gérna i dolng granice 95-procentowego przedziatu ufnosci.

Warto zwrdci¢ uwage na kilka punktow:

B Zostala uzyta funkcja UFNOSC.NORM(), a nie UFNOSC.T(). Jest tak, poniewaz znasz
odchylenie standardowe populacji i nie musisz go szacowa¢ na podstawie standar-
dowego odchylenia préby. Jezeli mialby$ estymowaé wartos¢ populacji na podstawie
préby, uzytbys funkcji UFNOSC. T (), zgodnie z opisem w nastepnym punkcie.

B Poniewaz suma poziomu ufnoséci (np. 95%) i a zawsze réwna jest 100%, Microsoft
mogl zamiast pytania o o pyta¢ o poziom ufnosci. Standardem jest odwolywanie si¢
do przedzialéw ufnoséci w kategoriach pozioméw ufnosci, takich jak 95%, 90%, 99% itd.
Microsoft mégt bardziej uwzgledni¢ potrzeby klientéw, wybierajac uzycie poziomu
ufnoséci zamiast a jako pierwszego argumentu funkgji.

B Dokumentacja pomocy programu stwierdza, ze funkcja UFNOSC.NORM() oraz dwie
inne funkcje przedziatéw ufnosci zwracajg przedzial ufnosci. Tak nie jest. Zwracana
warto$¢ jest polowa szeroko$ci przedziatu ufnoséci. W celu poznania petnego prze-
dziatu ufnosci musisz odja¢ wynik funkcji od $redniej i doda¢ wynik do $rednie;.

Na rysunku 7.8 w zakresie E7: 111 zostal zbudowany przedzial ufnoéci identyczny z prze-
dzialem obliczonym w zakresie E1: I4. Jest to przydatne, poniewaz pokazuje, co sie dzieje
za kulisami funkcji UFNOSC.NORM( ). Potrzebne s3 nastepujace obliczenia:

B Komorka F8 zawiera formule =F2/2. Cze$¢ pod krzywa, ktdra jest reprezentowana
przez a — tutaj 0,05, czyli 5% — musi by¢ podzielona na p6l pomiedzy dwa ogony
rozkladu. Polozone najbardziej po lewej 2,5% obszaru bedzie umieszczone w lewym
ogonie, po lewej stronie lewego konca przedzialu ufnoéci.

B Komorka F9 zawiera pozostale pole powierzchni pod krzywa po usunieciu potowy a.
Jest ono potozone najbardziej po lewej 97,5-procentowego pola powierzchni, ktére
sie znajduje po lewej stronie prawego konca przedziatu ufnosci.

B Komodrka G8 zawiera formule =ROZKt .NORMALNY.S.0DWR(F8). Zwraca ona warto$¢
standaryzowang, ktéra odcina (tutaj) polozone najbardziej z lewej 2,5% pola po-
wierzchni pod standaryzowang krzywa normalna.

B  Komodrka G9 zawiera formule =ROZKt .NORMALNY.S.0DWR(F9). Zwraca ona warto$¢
standaryzowang, ktora odcina (tutaj) potozone najbardziej po lewej 97,5% obszaru
pod standaryzowang krzywa normalna.
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Teraz w komorkach G8 i G9 mamy wartosci standaryzowane — liczbe odchylen standardo-
wych w standaryzowanym rozkladzie normalnym — oddzielajace po 2,5% rozkladu z lewej
i prawej strony. W celu otrzymania tych not standardowych w jednostkach miary, kto-
rych uzywamy — miary ilosci HDL w krwi — jest niezbedne pomnozenie wartoéci z przez
blad standardowy $redniej oraz dodanie i odjecie tego wyniku od $redniej arytmetycznej
proby. Ta formula w komérce G11 stuzy do obliczenia czeéci obejmujacej dodawanie:

=B2+(G8*C2/PIERWIASTEK(ILE.LICZB(A2:A17)))
W kolejnoéci od $rodka na zewnatrz ta formula przeprowadza nastepujace obliczenia:

1. Dzieli odchylenie standardowe w komdrce C2 przez pierwiastek kwadratowy liczby
obserwacji w probie. Jak wspomniano wcze$niej, ta operacja matematyczna zwraca
blad standardowy sredniej.

2. Mnozy blad standardowy $redniej przez liczbe btedéw standardowych ponizej $redniej
(-1,96), ktére daja w wyniku dolne 2,5% pola powierzchni pod krzywa. Ta wartoé¢
znajduje sie w komorce G8.

3. Dodaje srednig proby znajdujacg si¢ w komorce B2.

Kroki od 1. do 3. zwracaja warto$¢ 46,41. Zauwaz, ze jest ona identyczna z dolnym limi-
tem zwracanym przez funkcje UFNOSC.NORM() w komérce G4.

Podobne kroki zostaly zastosowane, aby otrzymaé warto$¢ w komdrce I11. Réznica pole-
ga na tym, ze zamiast dodawania liczby ujemnej (o warto$ci ujemnej wynikajacej z ujem-
nej noty standardowej -1,96) formuta dodaje liczbe dodatnia (warto$¢ standaryzowana
1,96 pomnozona przez blad standardowy daje wynik dodatni). Zauwaz, ze warto$¢ w ko-
morce 111 jest identyczna z ta w 14, ktéra zalezy od funkcji UFNOSC.NORM() zamiast od
ROZKt. . NORMALNY.S.0ODWR().

Zauwaz, ze funkcja UFNOSC.NORM( ) zada podania nastepujacych trzech argumentéw:

B Alfa, czyli 1 minus poziom ufnosci — Excel nie moze przewidzie¢, z jakim pozio-
mem ufnosci cheesz uzy¢ tego przedziatu, wiec musisz go poda¢.

B Odchylenie standardowe — poniewaz funkcja UFNOSC.NORM() stosuje rozklad
normalny do otrzymania wartoéci standaryzowanych zwigzanych z réznymi polami
powierzchni, zaklada, ze jest to odchylenie standardowe populacji. (Wiecej infor-
magcji na ten temat znajdziesz w rozdziatach 8.1 9.). Excel nie ma dostepu do pelnej
populagji i dlatego nie moze obliczy¢ jej odchylenia standardowego, a zatem ta liczba
musi by¢ podana przez uzytkownika.

B Rozmiar lub, dokladniej, liczebnosé¢ proby — nie wskazujesz samej proby (komorek
A2:A17 na rysunku 7.8), wiec Excel nie moze zliczy¢ obserwacji. Musisz poda¢ te
liczbe, aby Excel mogt obliczy¢ blad standardowy $redniej.
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Powiniene$ uzy¢ funkeji UFNOSC.NORM() lub UFNOSC (), jezeli postugujesz sie nimi swo-
bodnie i nie masz zadnego szczegdlnego powodu, aby wylicza¢ ufnoé¢ za pomocg funkcji
ROZKt .NORMALNY.S.0DWR() i btedu standardowego $redniej. Po prostu pamietaj, ze
funkcje UFNOSC.NORM() i UFNOSC () nie zwracajg szerokosci catego przedzialu, a jedynie
szeroko$¢ gornej potowy, ktdra jest w rozkladzie symetrycznym identyczna jak szerokosé
dolnej potowy.

Korzystanie z funkgji UFNOSC.T()

Rysunek 7.9 wprowadza dwie podstawowe zmiany do informacji na rysunku 7.8 —
korzysta z odchylenia standardowego w komérce C2 i stosuje funkcje UFNOSC.T() w ko-
morce G2. Te dwie podstawowe zmiany powodujg modyfikacje rozmiaru wynikowego
przedziatu ufnosci.

Rysunek 7.9. G2 - Je | =UFNOSC.T(F2;C2;ILE.LICZB(A2:ALT))
Przy jednakowych A B c D £ F | & T 1
pozostatych parametrach Odchylenie Potowa
przedzia’fufnos'ci Srednia standardowe szerokosci
zbudowany przy uzyciu 1 HDL HOL proby Alfa rzedziatu
rozkfadu t-Studenta 2] 88 5719 20,57 Dmm
jest szerszy niz . 64
skonstruowany 4 50 Przedziat ufnosci: 46,01 do 68,36
5 a7
za pomocg rozktadu . 15
normalnego 7 86 Wartosé t
8 71 Alfa/2 0,025 -2,13
g 68 1-(Alfa/2) 0,975 2,13
10 36
11 20 Przedziat ufnosci: 46,01 do 68,36
12 57
13 43
14 a7
15 94
16 39
17 a1

Zauwaz, ze 95-procentowy przedzial ufnosci na rysunku 7.9 rozcigga sie¢ od 46,01 do
68.36, natomiast na rysunku 7.8 od 46,41 do 67,97. Przedzial ufnosci na rysunku 7.8 jest
wezszy. Uzasadnienie mozesz znalez¢ na rysunku 7.3. Tam mozesz zobaczy¢, ze wigcej
pola powierzchni znajduje si¢ pod ogonami rozktadu leptokurtycznego niz pod ogonami
rozkladu normalnego. Musisz odej$¢ dalej od $redniej rozktadu leptokurtycznego w celu
przechwycenia, powiedzmy, 95% pola powierzchni pomiedzy jego ogonami. Dlatego gra-
nice przedzialtu sg dalsze od $redniej, a przedzial ufnosci jest szerszy.

Poniewaz uzywasz rozkladu t-Studenta, gdy nie znasz odchylenia standardowego popu-
lacji, wykorzystanie funkcji UFNOSC.T() zamiast UFNOSC.NORM() prowadzi do szerszego
przedziatu ufnosci.
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Przejécie od rozkladu normalnego do rozkiadu t-Studenta pojawia sie takze w formutach
w komoérkach G8 i G9 na rysunku 7.9, ktére zawieraja:

=ROZKt.T.ODWR(F8;ILE.LICZB(A2:A17)-1)

=ROZKL.T.ODWR(F9;ILE.LICZB(A2:Al17)-1)

Zauwaz, ze te komorki stosujg ROZKL . T.0DWR() zamiast ROZKt .NORMALNY.S.ODWR(),
jak zostalo to zrobione na rysunku 7.8. W dodatku do prawdopodobienstw w komérkach
F8 i F9 jako argument funkcji ROZKt.T.0DWR() trzeba poda¢ liczbe stopni swobody
zwigzanych z odchyleniem standardowym préby. Przypomnij sobie z rozdzialu 3., ze od-
chylenie standardowe préby stosuje w swoim mianowniku liczbe obserwacji minus 1.
Gdy podasz wlasciwg liczbe stopni swobody, pozwolisz Excelowi uzy¢ wlasciwego rozkladu
t-Studenta — istniejg rdzne rozklady t-Studenta dla réznych liczb stopni swobody.

Zastosowanie dodatku Analiza danych do przedziatow ufnosci

Dodatek Analiza danych Excela ma narzedzie Statystyka opisowa, ktére moze by¢ po-
mocne, gdy masz jedng lub wiele zmiennych do analizy. Narzedzie Statystyka opisowa
zwraca wartoéciowe informacje na temat zakresu danych, w tym miary tendencji central-
nej i rozproszenia oraz sko$no$¢ i kurtoze. To narzedzie takze zwraca potowe rozmiaru
przedziatu ufnosci, podobnie jak funkcja UFNOSC.T().

_ UWAGA

Obliczenia przedziatu ufnosci za pomoca narzedzia Statystyka opisowa sa oparte na rozktadzie
t-Studenta, co jest bardzo rozsadne. Musisz podac zakres rzeczywistych danych, aby obliczy¢ inne
statystyki opisowe, wiec Excel moze tatwo wyznaczy¢ liczebnos¢ proby i odchylenie standardowe
do uzycia przy wyznaczaniu btedu standardowego $redniej. Poniewaz Excel oblicza odchylenie
standardowe na podstawie podanego zakresu wartosci, zatozenie, ze dane stanowig prdbe, jest
whasciwe, wiec przedziat ufnosci jest oparty na rozktadzie t-Studenta zamiast na notach stan-
dardowych.

W celu uzycia narzedzia Statystyka opisowa musisz najpierw zainstalowa¢ dodatek Anali-
za danych. Rozdzial 4. zawiera instrukcje objasniajace krok po kroku, jak zainstalowaé ten
dodatek. Po jego zainstalowaniu z dysku pakietu Office i udostepnieniu go Excelowi znaj-
dziesz go w grupie Analiza na karcie Dane Wstazki.

Gdy dodatek jest zainstalowany i dostepny, kliknij przycisk Analiza danych w grupie
Analiza karty Dane i wybierz Statystyka opisowa z listy Analiza danych. Kliknij OK, aby
wys$wietli¢ okno dialogowe Statystyka opisowa, ktére zostato pokazane na rysunku 7.10.
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Rysunek 7.10.
Narzedzie

Statystyka opisowa

jest wygodnym
sposobem na szybkie
otrzymanie informagji
na temat miar centralnej
tendencji i rozproszenia
jednej lub wielu

[C] Tytuty w pierwszym wierszu

Opdje wyjsda

(7 Zakres wyjsdowy:

Statystyka opisowa @Iﬂ—hj
Wejscie
s = OK
Zakres wejsdowy: 3|
2 Anuluj
Grupowanie wg: @) Kolumn

zmiennych © Nowy arkusz:
() Nowy skoroszyt

|| statystyki podsumowuizce
[ Poziom ufnosd dia fredniej: 95 %
[7] K-ta najwieksza:

[ k-ta najmniejsza:

UWAGA

W celu obstuzenia kilku zmiennych naraz uporzadkuj je w strukture listy lub tabeli, wprowadz
adres catego zakresu w pole Zakres wejsciowy i kliknij opcje Grupowanie wg: Kolumn.

W celu uzyskania statystyk opisowych, takich jak $rednia, sko$no$¢, liczebno$¢ itp., upewnij
sie, ze zaznaczyle$ pole wyboru Statystyki podsumowujgce. Aby otrzymaé przedzial ufnosci,
zaznacz pole wyboru Poziom ufnosci dla Sredniej i wpisz w odpowiednie pole tekstowe
poziom ufnoéci, na przyktad 90, 95 lub 99.

Jezeli dane majg komdrke z nagtéwkiem i uwzgledniles ja w polu Zakres wejsciowy, zaznacz
pole wyboru Tytuly w pierwszym wierszu. To spowoduje, ze Excel skorzysta z tej warto$ci
jako etykiety w wynikach i nie bedzie prébowal uzywac¢ jej jako warto$ci wejsciowe;.

Po Kliknieciu przycisku OK otrzymasz wyniki przypominajgce raport pokazany na rysunku 7.11.

Rysunek 7.11. A B E D
Wyniki sktadaja sie 1, HDL HDL
jedynie ze statych x 88 ;
wartosci. Nie ma tu - 51 Srednia 57,1875
sadnych formut. wiec a4 50 Btad standardowy 5,242629
a y_ . ) Wig 5 67 Mediana 53,5
po zmianie danych : 5 Tryb #n/D!
WeJ§C|0WYCh nicnie 7 a6 Odchylenie standardowe 20,97052
zostanie obliczone 8 71 Wariancja probki 39,7625
automatycznie 9 68 Kurtoza -0,64987
10 36 skosnosé 0,231449
11 20 Zakres 74
12 57 Minimum 20
ey 419 Maksimum 94
14 37 Ssuma 915
15 94 Licznik 16
16 39 Poziom ufnosci(95,0%) 11,17
17 a1
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Zauwaz, ze warto$¢ w komorce D16 jest taka sama jak warto$¢ w komorce G2 na rysunku 7.9.
Wartos¢ 11,17 jest tym, co dodajesz do $redniej proby i odejmujesz od niej, aby otrzymaé
peten przedzial ufnosci.

Etykieta wynikow dla przedziatu ufnoéci jest nieco mylaca. Stosujac standardows termi-
nologie, poziom ufnoéci nie jest wartoscig uzywang do otrzymania pelnego przedziatu
ufnosci (tutaj 11,17). Jest to raczej prawdopodobienistwo (lub pole powierzchni pod krzywa),
ktére wybierasz jako miare dokladno$ci estymacji, i prawdopodobienistwo, ze przedziat
ufnosci obejmuje $rednig populacji. Na rysunku 7.11 poziom ufnoéci wynosi 95%.

Przedziaty ufnosci i testowanie hipotez

Zaréwno koncepcyjnie, jak i matematycznie przedzialy ufnosci sa blisko zwigzane z te-
stowaniem hipotez. Jak zobaczysz w nastepnych dwdch rozdziatach, czesto testuje sie hi-
poteze na temat $redniej proby i pewnej teoretycznej liczby lub na temat réznicy pomiedzy
$rednimi dwdch réznych préb losowych. W takich przypadkach moglby$ uzy¢ rozkladu
normalnego lub blisko zwigzanego z nim rozktadu t-Studenta, aby stwierdzi¢: ,Hipoteza
zerowa zostala odrzucona. Prawdopodobienstwo, Ze te dwie srednie pochodza z tego samego
rozkladu, jest mniejsze niz 0,05”.

To stwierdzenie jest w efekcie takie samo jak powiedzenie: ,,Srednia drugiej proby jest poza
95-procentowym przedzialem ufnosci skonstruowanym wokoé! sredniej pierwszej proby”.

Centralne twierdzenie graniczne

Istnieje zagadnienie laczace $rednig i rozklad normalny, o ktérym dotychczas nie wspo-
minaliémy. To centralne twierdzenie graniczne — groznie brzmiace pojecie o prostym za-
stosowaniu. Wyglada to tak jak w ponizszej basni.

Zal6zmy, ze interesuje Cig¢ zbadanie geograficznego rozktadu ruchu pojazdéw w duzym
obszarze metropolitalnym. Masz nieograniczone zasoby (to wlasnie aspekt basniowy) i dlatego
wysylasz cala armie zbieraczy danych. Kazdy z Twoich 2500 zbieraczy danych ma obser-
wowac rozne skrzyzowania w miescie przez sekwencje dwuminutowych okreséw przez caly
dzien oraz zlicza¢ i zapisywac¢ liczbe pojazdow, ktdre przejezdzaja przez to skrzyzowanie
w tym okresie.

Zbieracze danych wracajg z catkowitg liczba 517 000 dwuminutowych licznikéw pojazdow.
Liczniki s3 dokladnie umieszczone w tabelach (kolejny aspekt basniowy, ale to juz na-

prawde ostatni) i wprowadzone do arkusza Excela. Tworzysz wykresy przestawne Excela,
jak pokazano na rysunku 7.12, aby otrzymac wstepny poglad na zakres obserwaciji.
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Rysunek 7.12. A [ D EEn s
Liczby samochodéw ! e 0000
3 pogrupowane b -""'“‘w_‘""“
po dziesiec, aby byto - eyt °k'e::;m 50000 |
fatwiej nimi zarzadza¢ 52053 | 40000 -
51616
s17gg | 0090 7
51694 20000
51836
51661 10000 -
51710
51766 0~
L oo 54224 & '9:3 '\9:{9 09’# b“'@ c,‘:"hq é‘*'@ '\Qﬁq ‘b“ﬂ@ QQ;@Q
12 |Suma koricowa 517000
13

Na rysunku 7.12 rézne zakresy pojazdéw sg pokazane jako ,etykiety wierszy” w komor-
kach A2:A11. Dlatego na przyklad bylo tam 48 601 wystapien z pomiedzy 0 a 9 pojazdami
przekraczajacymi skrzyzowanie w ciggu dwuminutowych okreséw. Twoi zbieracze danych
zarejestrowali inne 52 053 wystapienia pomiedzy 10 a 19 pojazdami przekraczajacymi
skrzyzowanie w ciagu dwuminutowych okreséw.

Zauwaz, ze te dane stanowig ujednolicony, regularny rozklad. Kazde grupowanie (np. od
0do 9, 0d 10 do 19 itd.) zawiera z grubsza te sama liczbe obserwacji.

Nastepnie obliczasz i wykreslasz na wykresie $rednia obserwacje kazdego z 2500 skrzy-
zowan. Wynik zostal przedstawiony na rysunku 7.13.

TR c S i e e
Liczba z 350
$rednia liczha Srednia liczha
pojazdéw na pojazdéw na
. | skrzyZzowaniu EtykieWWierszyEskr:,' iu| 550
47,82 40-41 1
43,73 41-42 1
51,32 42-43 14 250
49,82 43-44 29
47,69  44-45 47
52,41 45-46 103
48,87  46-47 155 200
52,40 47-48 208
45,93 48-49 296
52,82 49-50 326 59
47,88 50-51 334
i 45,77 51-52 337
14 54,01 52-53 258| 100 1
15 48,23 53-34 174
16 49,53 54-35 108
7 54,47 55-56 g0 50 -
18 54,84 5657 29
19 47,82 57-58 13
20 45,95  58-39 5 0 -
21 4729 59-60 21 SQ?Q%Q;@@%B%EE&%EE%@
» 5071 Sumakoncowa 2500 SR ec22RAIEBERRL R A

Rysunek 7.13. Przedstawienie $rednich na wykresie przeksztatca rozktad prostokatny na rozktad normalny
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By¢ moze spodziewale$ si¢ wyniku pokazanego na rysunku 7.13, a moze nie. Wigkszo$¢ osob
sie tego nie spodziewa. Wyjsciowy rozklad jest prostokatny. Istnieje tyle samo skrzyzowan
w miescie, przez ktére przejezdza od zera do dziesieciu pojazdéw w ciagu dwoch minut,
co skrzyzowan, ktdre sg przekraczane w tym samym okresie przez od 90 do 100 pojazdéw.

Ale jezeli wezmiesz préby ze zbioru 510 000 obserwacji, obliczysz srednig kazdej proby
i wykreélisz te wyniki, otrzymasz co$ zblizonego do rozkladu normalnego.

I to wiasnie jest nazywane centralnym twierdzeniem granicznym. WezZ préby z populacji,
ktorej rozklad jest dowolny: prostokatny, sko$ny, dwumianowy, dwumodalny, jakikol-
wiek (na rysunku 7.12 jest on prostokatny). Oblicz $rednie z kazdej proby i wykreél roz-
kfad liczebnosci tych $rednich (patrz rysunek 7.13). Wykres $rednich bedzie przypominal
rozklad normalny.

Im wieksza liczebno$¢ proby, tym lepsza aproksymacja rozkladu normalnego. Srednie
na rysunku 7.13 sg oparte na prébach o liczebnosci 100 kazda. Jezeli préby zawieralyby,
powiedzmy, po 200 obserwacji kazda, wykres stalby sie jeszcze blizszy rozktadowi nor-
malnemu.

Upraszczanie spraw

Podczas pierwszej potowy dwudziestego wieku wiazano duze nadzieje z centralnym twier-
dzeniem granicznym jako sposobem obliczania prawdopodobienstw. Zal6zmy, ze badasz
rozpowszechnienie leworecznoséci wérdd graczy w golfa. Wierzysz, ze 10% ogdlnej popu-
lacji jest leworeczna. Dobrales probe 1500 graczy w golfa i chcesz si¢ upewni¢, Ze nie ma
zadnego systematycznego obcigzenia w tej probie. Zliczytes leworecznych i znalazle$ 135.
Zaktadajac, ze 10% populacji to osoby leworeczne i ze masz reprezentatywna prébe, jakie jest
prawdopodobienstwo wybrania 135 lub mniej leworecznych graczy w golfa z préby 1500?

Wz6r na dokladne prawdopodobienstwo to:
135

z (1500) -0 li 0 91500—{'
. i ’ »

=1

— mozesz go zapisaé, uzywajac funkcji Excela:
=SUMA (KOMBINACJE(1500;WIERSZ(A1:A135))*(0,1"WIERSZ(A1:A135))
*(0,97(1500-WIERSZ(A1:A135))))

(Ta formuta musi by¢ wprowadzona do Excela tablicowo, za pomocg kombinacji klawiszy
Ctrl+Shift+Enter).

To przytlaczajace, bez wzgledu na to, czy uzywasz notacji sumacyjnej, czy notacji funkeji
Excela. Reczne obliczenie wynikow zajetoby dlugi czas, zwlaszcza ze konieczne bytoby
obliczenie silni 1500.
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Gdy w latach 70. i 80. ubiegtego wieku rozpowszechnity si¢ systemy mainframe i mini-
komputery, obliczenie dokladnego prawdopodobienstwa stalo si¢ mozliwe, cho¢ nadal
wylacznie wtedy, gdy pracowales jako programista.

Od chwili pojawienia si¢ Excela moglte$ uzy¢ funkcji ROZKtAD .DWUM( ), a w Excelu 2010
ROZKL .DWUM( ). Oto przyklad:

=ROZKt .DWUM(135;1500;0, 1; PRAWDA)

Dowolna z tych formut zwraca dokladne prawdopodobienstwo w rozkladzie dwumiano-
wym réwne 10,48%. (Ta liczba moze, ale nie musi spowodowa¢, ze zdecydujesz, iz Twoja
proba jest niereprezentatywna — jest to decyzja subiektywna). W 1950 roku nie bylo jednak
jeszcze dostgpnej odpowiedniej mocy obliczeniowej. Musiate$ polega¢ na suwakach loga-
rytmicznych i kompilacjach tabel matematycznych oraz naukowych, aby wykona¢ calg
prace i skonczy¢ z wynikiem bliskim liczby 10,48%.

Alternatywnie mogte$ przywola¢ centralne twierdzenie graniczne. Pierwszg sprawa jest
zauwazenie, ze zmienna dychotomiczna, taka jak preferowana reka — praworecznos¢ al-
bo leworeczno$¢ — ma odchylenie standardowe, podobnie jak dowolna zmienna liczbowa.
Jezeli uznasz, ze p oznacza jedna proporcje, na przyklad 0,1, a (1 - p) oznacza drugg pro-
porcje (0,9), wtedy odchylenie standardowe tej zmiennej jest nastepujace:

Vvp(1-p)

Jest to pierwiastek kwadratowy iloczynu tych dwéch proporcji, ktérych suma wynosi 1,0.
Z préba pewnej liczby N oséb, ktére maja dang ceche lub jej nie majg, odchylenie stan-
dardowe tej liczby 0s6b jest nastepujace:

JNp(1-p)

a odchylenie standardowe rozktadu preferowanej reki 1500 graczy w golfa, przy zalozeniu
10% leworecznych i 90% praworecznych, wyniostoby:

4/1500-:0,1-0,9

czyli 11,6.

Wiesz, ze w probie losowej liczba graczy w golfa, ktorzy sa leworeczni, powinna wynosié
10% z 1500, czyli 150. Znasz odchylenie standardowe réwne 11,6. A centralne twierdzenie
graniczne okreéla, ze §rednie wielu préb losowych sa zgodne z rozkladem normalnym
przy zalozeniu, ze te proby sa wystarczajaco duze. 1500 jest z pewnoécig duza prdba.

Dlatego powiniene$ moc poréwnaé swoj wynik 135 leworecznych graczy w golfa z roz-
kfadem normalnym. Obserwowana liczba 135, pomniejszona o $rednig 150 i podzielona
przez standardowe odchylenie réwne 11,6, zwraca warto$¢ standaryzowang réwng —1,29.
W dowolnej tabeli prezentujacej pola powierzchni pod krzywa normalng — a te sa w dowol-
nych podstawowych podrecznikach statystyki — znajdziesz informacje, ze warto$¢ z réwna
-1,29 odpowiada polu powierzchni, czyli prawdopodobienstwu 9,84%. W przypadku braku
podrecznikéw statystycznych mozesz uzy¢ formuly:
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=R0OZKt .NORMALNY.S(-1,29; PRAWDA)

albo rOwnowaznie:

=ROZKt .NORMALNY (135;150;11,6; PRAWDA)

Wynikiem zastosowania rozkladu normalnego jest 9,84%. Wynik doktadnego rozkladu
dwumianowego to 10,48 — rdznica wynosi odrobine powyzej polowy punktu procentowego.

Ulepszanie spraw

Liczba 9,84% jest nazywana ,normalnym przyblizeniem rozktadu dwumianowego”. Byta
i w pewnym stopniu pozostala popularng alternatywa dla uzycia samego rozkladu dwu-
mianowego. Swa popularno$¢ zawdziecza temu, ze obliczenie formuly kombinacji C¥
bylo pracochlonne i podatne na bledy. To przyblizenie jest nadal czasem uzywane, ponie-
waz nie kazdy, kto od polowy lat 80. ubiegtego wieku chciat obliczy¢ prawdopodobieristwo
dwumianowe, mial dostep do odpowiedniego oprogramowania. Stad pewna poznawcza
bezsilnos¢, z ktoérg si¢ nadal borykamy.

Drobna rozbiezno$¢ pomiedzy 9,84% a 10,48% statystycy uznawali przed laty za nieistotng
— i prawdopodobnie taka jest. Jednak w przypadku przyblizania normalnego pojawiaja si¢
inne ograniczenia — odradza si¢ na przyktad uzywania go, gdy warto$¢ Np albo N(1-p)
jest mniejsza niz 5 czy, jak podajg inne Zrddta, niz 10. Trwaja spory na temat uzycia ,,po-
prawki na cigglto$¢”, ktéra pozwala analizowa¢ takie wartoéci jak liczba graczy w golfa ro-
snaca co 1 (nie mozesz mie¢ 3/4 gracza w golfa). Dlatego normalne przyblizenie rozkladu
dwumianowego, przed dostepnosécig duzej mocy obliczeniowej, ktéra sie teraz cieszymy,
byto blogostawienistwem przyjmowanym z do$¢ mieszanymi odczuciami.

Normalna aproksymacja rozkladu dwumianowego jest mozliwa dzieki zastosowaniu cen-
tralnego twierdzenia granicznego. Poniewaz jednak prawdopodobienstwo dwumianowe
stalo si¢ wzglednie fatwe do obliczenia, normalne aproksymacje rozktadéw dwumianowych
sg coraz rzadziej spotykane. To samo dotyczy innych przyblizen. Centralne twierdzenie
graniczne pozostaje kamieniem wegielnym teorii statystycznej, ale (juz w 1970 r.) po-
wszechnie powazany statystyk napisal: ,,ze nie odgrywa ono takiej istotne;j roli jak kiedys”.
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regresja logistyczna, 294
regresja mniej dokltadna, 414
regresja w strone $redniej, 178
regresja wieloraka, 123, 344, 360
rekodowanie, 348
rekodowanie zmiennych, 346-347, 355, 362, 431
rekord, 20
reszta, 421
resztowe stopnie swobody, 430
reszty regresji, 370
rozktad dwumianowy, 136, 221

wzor na prawdopodobienstwo, 144
rozktad F, 195, 302, 308

wykres, 308
rozklad liczebnoéci, 31, 87
rozklad liczebnoéci dodatnio skosny, 33
rozklad liczebnosci przesuniety, 33
rozklad liczebnosci symulowany, 45
rozklad liczebnoéci $rednich, 219
rozklad liczebnosci ujemnie skosny, 34
rozklad normalny, 35, 82, 193
rozklad odniesienia, 64
rozktad populacji, 45
rozklad prébkowania, 137
rozklad skosny, 63
rozktad t, 320
rozklad t-Studenta, 194, 214, 242, 255, 263
rozktad x2, 156, 157
rozklad x2 z n stopniami swobody, 158
rozmiar marginesu btedu, 36
rozproszenie, 78, 294
rozproszenie grup, 280
rozproszenie pomiedzy grupami, 300
rozroznienie korelacji i przyczynowosci, 112
rozrzut, 77
rozstep, 78, 79
rozstep studentyzowany, 312
réwnanie regresji, 125
réznice ortogonalne, 318
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S

schemat eksperymentalny, 387
schemat niezréwnowazony, 379, 380
schemat zréwnowazony, 362, 378, 379
schematy czynnikowe, 362
selekcja postepujaca, 389
sita zwigzku, 101
skala ilorazowa (stosunkowa), 26
skala liczbowa, 25

ilorazowa, 25

porzadkowa, 25

przedziatowa, 25, 402
skala nominalna, 23
skala przedzialowa (interwatowa), 25, 402
skorygowane $rednie, 411, 413
skorygowane $rednie grup, 423, 431
sko$nos¢, 194
skrot

df, 303

MS, 303

SS, 303

SV, 303
skumulowane prawdopodobienstwo, 201, 292
sposdb wnioskowania, 34
sprawdzanie hipotez, 148
standaryzowany rozkiad normalny, 199
Stanley Julian, 175
statystyka, 88
statystyka rozstepu studentyzowanego, 311
statystyka t., 241
statystyki funkcji REGLINP(), 390
statystyki opisowe, 35, 175, 436
stopa btedu a, 242
stopa bledu B, 248
stopnie swobody (df), 92, 265
stopnie swobody pomigdzy grupami, 437
stosowanie planowanych réznic, 439
strata stopni swobody z reszt, 445
suma kwadratéw pomie¢dzy grupami, 295, 352
suma kwadratéw wewnatrz grup, 296, 297, 352
suma kwadratéw zmiennych towarzyszacych, 444
symetria potaczona, 339
szacowanie wariancji

za pomocg analizy wariancji, 352

za pomoca regresji, 353
szeroko$¢ przedziatu ufnosci, 211, 214
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z

S

$redni btad kwadratowy, 315, 355
$redni kwadrat pomiedzy grupami, 298, 345
$redni kwadrat regresji, 345

$redni kwadrat resztowy, 345, 436
$redni kwadrat wewnatrz grup, 298, 345
$redni wspotczynnik regresji, 413-416
$rednia, 51

$rednia arytmetyczna, 49, 51

$rednia linii regresji, 416

$rednia populacji g, 90

$rednia préba losowa, 90

$rednia zmiennej towarzyszacej, 413
$rednie grup, 280

$rednie odchylenie, 88

$rednik, 75

tabela, 21
tabela analizy wariancji, 436
tabela kontyngengji (krzyzowa), 152, 163
tabela przestawna, 21, 42, 68
tabela przestawna dwuwymiarowe, 151
tabela przestawna jednowymiarowe, 133
tablicowe wprowadzanie formuty, 39, 72
tendencja centralna, 75
teoretyczny rozktad x2, 159
teoria rozkladow dwumianowych, 138
termin
analiza kowariancji, 404
interakcja, 328
kowariancja wieloraka, 441
powtdrzenia, 326
regresja wieloraka, 345
zrandomizowany, 338
test Boxa, 339
test dwustronny, 273
test F, 183, 301, 311
test F Greenhouse’a-Geissera, 339
test F konserwatywny, 310
test F liberalny, 310
test F omnibusa, 436
test F z dwiema prébami dla wariancji, 181
test jednorodnoéci wspdlczynnikow regresji, 421
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test Newmana-Keulsa, 312
test par skojarzonych, 285
test $rednich, 223
test t, 240, 253, 257
analiza formut, 279
zalozenia na temat danych Zrédtowych, 275
test t grup niezaleznych, 278
test t grup zaleznych, 266, 277, 283
test t konserwatywny, 283
test t liberalny, 283
test t zaktadajacy nieréwne wariancje, 286
test t zaktadajacy réwne wariancje, 283
test z, 225
test x2, 156
testowanie hipotez, 217
testowanie hipotezy zerowej, 160
testowanie roznic pomiedzy $rednimi, 223, 253, 408
analiza wariancji, 291
dodatek Analiza danych, 282
funkcja T.TEST(), 265
funkcje ROZKL.T() i ROZKL.T.ODWR(), 254
testowanie réznic $rednich grup, 182
testowanie $redniego wspolfczynnika regresji, 416
testy, 180
trafno$é, 175
trafno$¢ wewnetrzna, 176
zagrozenia, 177
zapewnienie, 176
trend, 100
tworzenie kombinagji liniowej, 124
tworzenie tabeli przestawnej, 134
tworzenie wykreséw, 232, 236
odchylenia standardowe, 234
0§ pozioma, 233
rozklad $rednich préb losowych, 236
$rednia proby losowej, 236
wartoéci populacji, 234
warto$ci standaryzowane, 233
tworzenie wykresu XY, 106
typy kurtozy, 197

U

uchwyt zaznaczania, 374
uklad danych, 427
uklad listy, 426
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unikalne czgéci wariancji, 397
uporzadkowanie danych, 20
ustalanie regut decyzyjnych, 140
usuwanie

obcigzenia, 418

wplywu predyktora, 366

wplywu zmiennej, 365

)
VBA, Visual Basic for Applications, 46, 341, 389

w

wariancja, 83, 85, 297
wariancja bledu, 355
wariancja dwdch polaczonych grup, 259
wariancja populacji 62, 89, 226, 299
wariancja proby losowej s2, 89
wariancja resztowa, 353
wariancja sumaryczna, 257
wariancja wewnatrzgrupowa, 259
wariancje grup, 267, 283
warto$é, 24
bj, 356
centralna, 50
F, 186, 189, 304
hipotetyczna, 255
krytyczna, 244
krytyczna F, 304
krytyczna statystyki t, 257
krytyczna testu t, 245
krytyczna testu z, 244
modalna, 50, 63, 64, 68
modalna z formuty, 69
prognozowana, 123
R2, 410
resztowa, 370
standaryzowana, 82, 84, 224
standaryzowana z, 114, 158
t, 245
tekstowa, 27
zmiennej, 20
wektor, 346
wektor interakgji, 380
wektory kodowe, 354, 357
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wiele zmiennych towarzyszacych, 442
wielorakie R2, 128, 351
wizualizacja mocy statystycznej, 288
wizualizacja rozkladu, 34
wnioskowanie statystyczne, 36, 175
wplyw, 356
wspolczynnik determinacji, 128
wspolczynnik korelacji r, 97, 122, 379

liniowo$¢, 105

rodzaje pomytek, 104
wspolczynnik korelacji czg$ciowej, 365
wspolczynnik korelacji semiczgstkowej, 365
wspotczynnik réznicy, 314
wspdldzielona zmiennos¢, 127
wstepna analiza wariancji, 313
wykres

kolumnowy, 23

Kolumnowy grupowany, 40

liniowy, 27

przestawny, 21, 39, 67

punktowy, 29

rozktadu liczebnoéci, 32

rozrzutu, 29

stupkowy, 24

XY (punktowy), 27, 29
wykresy przestawne, 217
wynik formuly, 54
wyraz wolny, 121, 392
wyregulowanie testu t, 277

z

zaawansowane metody statystyczne, 294
zagniezdzanie, 321

zalozenie losowosci préby, 141
zalozenie o niezalezno$ci wyboréw, 143
zalozenie o niezalezno$ci rekorddéw, 276
zaloZzenie o normalnym rozkladzie, 276
zalozenie o réwnosci wariancji, 182, 267, 283
zaznaczenie zakresu danych, 109
zdarzenia niezalezne, 154

zliczanie proby losowej, 37

zmienna, 20

zmienna dychotomiczna, 220

zmienna ilo§ciowa, 25

zmienna nominalna, 25
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zmienna obja$niajaca, 123, 341
zmienna obja$niana, 407

zmienna towarzyszaca, 403, 407
zmienna wskaznikowa, 346

zmienne nie skorelowane, 379
zmienne nominalne, 133, 344
zmienne skorelowane, 380
zmiennos$¢, 352, 442

znak dolara, 122

zrownowazony schemat czynnikowy, 387
zwigzek przyczynowo-skutkowy, 112
zwracanie wyniku, 54
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