OKIEM EKSPERTA

Analiza
bayesowska
w Pythonie

Praktyczny przewodnik
po modelowaniu probabilistycznym -

(o
el

anie lll -

Osvaldo Martin

<K

Helion¥[ <pac



Tytut oryginatu: Bayesian Analysis with Python: A practical guide
to probabilistic modeling, 3v4 Edition

Ttumaczenie: Piotr Pilch
ISBN: 978-83-289-3665-2

Copyright ©Packt Publishing 2024. First published in the English language
under the title ‘Bayesian Analysis with Python - Third Edition - (978180512716)’

Polish edition copyright © 2026 by Helion S.A.

All rights reserved. No part of this book may be reproduced or transmitted in any
form or by any means, electronic or mechanical, including photocopying, recording
or by any information storage retrieval system, without permission from the Publisher.

Wszelkie prawa zastrzezone. Nieautoryzowane rozpowszechnianie catosci
lub fragmentu niniejszej publikacji w jakiejkolwiek postaci jest zabronione.
Wykonywanie kopii metodg kserograficzna, fotograficzna, a takze kopiowanie
ksigzki na no$niku filmowym, magnetycznym lub innym powoduje naruszenie
praw autorskich niniejszej publikacji.

Wszystkie znaki wystepujace w tekscie sg zastrzezonymi znakami firmowymi
badz towarowymi ich witascicieli.

Autor oraz wydawca dotozyli wszelkich staran, by zawarte w tej ksigzce informacje
byty kompletne i rzetelne. Nie biorg jednak zadnej odpowiedzialnosci ani za ich
wykorzystanie, ani za zwigzane z tym ewentualne naruszenie praw patentowych
lub autorskich. Autor oraz wydawca nie ponosza réwniez zadnej odpowiedzialno$ci
za ewentualne szkody wynikte z wykorzystania informacji zawartych w ksigzce.

Drogi Czytelniku!

Jezeli chcesz ocenic te ksigzke, zajrzyj pod adres
helion.pl/user/opinie/anbap3

Mozesz tam wpisaé swoje uwagi, spostrzezenia, recenzje.

Helion S.A.

ul. Ko$ciuszki 1c, 44-100 Gliwice

tel. 32 230 98 63

e-mail: helion@helion.pl

WWW: helion.pl (ksiegarnia internetowa, katalog ksigzek)

Printed in Poland.

« Kup ksigzke « Ksiegarnia internetowa
« Pole¢ ksigzke « Lubie to! » Nasza spotecznos¢
+ Ocen ksigzke



https://helion.pl/rt/anbap3
https://helion.pl/rf/anbap3
https://helion.pl/ro/anbap3
https://helion.pl
https://helion.pl/r/4CAKF

Spis tresci I

STIOWO WSEEPNE .....coceereiienriirnesnas s s s 11
0 QUEOIZE ......cceriierriie s 13
O korektorze merytorycznym .........cccccvsmmsnmssnmssenmssnssssssssssssssssssssnsssasssnns 13
o 0 1 14
ROZDZIAL 1
Myslenie probabilistyczne ... 20
Statystyki, modele i podejscie zastosowane w ksigzce .......ccccceeeiiiiiiiiiiennnn. 20
Praca z danymi ..ooooooooiiiii 21
Modelowanie bayesowskie .............oeoiiiiiiiiiiiii e 22
Wprowadzenie do prawdopodobienstwa dla praktykéw
metod bayesowsKICh ............ueiiiiiiii 23
Przestrzen prob i zdarzenia ............oooevvvveiiiiiiiiiiiiiiieeeee 23
ZIMIENNE [OSOWE ....uvviiiiiiiiiiiiiiiiiitiesieeteeaeee e eeeseassesseeseessseeessseesennnrres 26
Dyskretne zmienne losowe i ich rozktady ..........cccccoviiiiiii 27
Ciagte zmienne losowe i ich rozkfady .........ccocoeiiiiiiiiiii e, 31
Dystrybuanta ... 33
Prawdopodobienstwo warunkowe ..........ccccccceeveviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeee 34
Wartosci 0Czekiwane ..., 35
TWIErdzeni€ BAYESa ......uuuvevieeeeiiiiiiiiiieeeeeeeiiiiiee e e e e e e s esseataee e e e e e s s snnnnnneeeaaens 36
Interpretacja prawdopodobieAStWa .........ccuviiiiiieeiiiiece e 39
Prawdopodobienstwo, niepewnos¢ i [0gika ..........ccccoecciviiirieeiiiiciiiiiinee e 40
Whioskowanie dotyczace jednego parametru ...........coccvevviieiiiiniieneiiiieeeene 41
Problem rzutu monetg .......cccccovviiii 41
Wybor funkcji WiarygodnosCi .......ccoiiiieiiiiiiiiiiiiee e 42
Wyb&r rozktadu a priori ..o, 43
Wyznaczanie rozktadu a poSteriori .........cccccceeveeeiiiiiiiiieeie e 45
Wptyw rozktadu @ priori ..o 47
Sposdb wyboru rozktaddw a priori ... 48

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/anbap3
https://helion.pl/rt/anbap3

6 Spis tresci

Informowanie o wynikach analizy bayesowskij ..........cccccoviiiiiiiiiiiniienens 51
Notacja modeli i wizualizacja .........cccvvieeieeiiiiee e 51
Podsumowanie rozkfadu a poSteriori .........cocccuveeiiieeriiiicee e 52

POOSUMOWANIE ...uuuiiiiiiiiiiiiiiiiitisiistbesuaeeabeeeeeeeeaeeeseeeeseessessseesessssessssssssssssnnnnes 52

CWICZEMIA .ottt e e e e 54

ROZDZIAL 2
Programowanie probabilistyczne .........cccovverrsmnrcmnnsnnssnnssns s 56

Programowanie probabilistyczne ..........cccocvviiiiiiiii 56
Rzucanie monetg w wariancie biblioteki PyMC ........c.cocoiiiiiiiiiiiiiiee 57

Podsumowanie rozkfadu a poSteriori ...........cccovueeieiiiiiiiiiie e 60

Decyzje oparte na rozktadzie a posSteriori ........ccceccvvvveveieeeiiiiciiieee e 62
Stosunek gestosci Savage’a-Dickeya ..o 62
Przedziat praktycznej rGWwnowaznosci ..........ccccvvvveiiieeiiiiiciiiiccee e 64
FUNKGJE STraty ....oooiiiiiiiie e 65

Rozktady gaussowskie na kazdym poziomie ..........cccccoveiiiiiiiiiiiniieennine 67
Whnioskowanie gausSOWSKIE ............ceiieeiiiiiiiiiiiiie e cciiiieee e e e e sseeeee e 68

Kontrole predykcyjne rozktadu a posteriori ..........ccccvvvevveeeviiiciiiinnie e 71

Odporne WNIOSKOWANIE .........cciiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeee et 72
Stopnie NOrMAINOSC ..cccevvvviiiiiiiiiiiie 73
Wersja odporna modelu Normalnego .........ccccovvvieveiiiiiniiiiiiee e 74

Kontener InferenceData .........occuiiiiiiiiiiiiii e 77

POrOWNYWANIE GIUP ..eeiiiiiiiiiiieieeee e 79
ZBIOr danYCh TIPS ...uvveeeiiiiiiiiiiiiii 80
Wspotczynnik d COheNa ........cooviiiiiiiiiiii e 82
PrawdopodobieAstWOo Przewagi .......cceeeveveviiiiiiiiiiiiiiiiieieeeeeeeeeeeeeeeeeee e 84
Analiza réznic srednich w rozktadzie a posteriori .............cccoeeeeeeiiin. 84

POOSUMOWANIE ..ottt e e rnbeee e 85

CWICZENIA .o ettt et en e, 86

ROZDZIAL 3
Modele hierarchiczne ..........ccccciiemiircmnnsnmnnsmnes s ———— 88

Udostepnianie informacji i rozktaddw a priori .........cccceviieiiiiiiie e, 88

Przesuniecia hierarchiczne ..........ccccoiiiiii e 89

0 1Yol Yo Yo 92

KUPCZENIE e a e 95

Hierarchie na kazdym poziomie ........cccccccuiiiiieii i 97

POOSUMOWANIE ...uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiisiseistseseaeebb e eeeeaeeeesbeessssssessssessssssesssssssnsnnnes 101

CWICZENIA .o ettt n e 101

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/anbap3
https://helion.pl/rt/anbap3

Spis tresci 7

ROZDZIAL 4
Modelowanie za pomoca liNii .....ccoccriiinissrnsnns s 103
Prosta regresja liNioWa .........oooiiiiiiiiiii e 103
Rowery W ujeciu lINIOWYM ..o 105
Interpretacja Sredniej rozktadu a posteriori ........ccccceevviiiiiiiniie e, 107
Interpretacja predykcji z rozktadu a posteriori .........ccooocuviiiiiiiiiiiiinnn. 109
Uogolnianie modelu liNioWego ... 110
LICZENIE FOWERIOW ...ttt e e e e e e a e e e e e as 111
Regresja 0dporna ... 112
Regresja 10gistyCzNa .........ovvieeiiiiciiiiiiee e 114
Model [0gISTYCZNY ..ocoeieeee e 115
Klasyfikacja z uzyciem regresji l0gistyczne] .......cccccccevvviciviiiveeeeeniicnnnn, 117
Interpretacja wspoiczynnikéw regres;ji logistycznej .......cceveeevieiiiiiinnne. 119
WarianCja ZMIENNE] .....eeeieiiiiiiiiieeeiee e e e e e e 120
Hierarchiczna regresja INIOWa ...........coooiiiiiiiiiiii e 123
Modele hierarchiczne scentrowane i niescentrowane ............ccccceeeunee. 125
Wieloraka regresja liNioWa ..........oeeeiieiiiiiiiiiiice e e e 127
POASUMOWAENIE ...oiiiiiiiiieiitiie ettt e e 129
CWICZENIA .ottt 130

ROZDZIAL 5
Porownywanie modeli .........ccccmircmmmismmmssnnmsssmssssmsssssmsssssssssssssssssssassnss 131
Kontrole predykcyjne a posteriori .......ccccceeeeeeiiiin 131
Réwnowaga miedzy prostotg a doktadnoscig ..., 136
Wiele parametréw moze prowadzi¢ do nadmiernego dopasowania ..... 136
Zbyt mata liczba parametréw prowadzi do niedopasowania ................ 138
Miary doktadnosci predykcyjne] ..cccoeeeeeeiiiiie, 138
Kryteria informacyjne ..o 139
Walidacja KrzyZowa ... 141
Obliczanie doktadnosci predykcyjnej za pomocg biblioteki ArviZ ............... 144
Usrednianie MOdeli ..........cooiiiiiiiiiiii e 146
WSPOICZYNNIKI BAYESA ...eeeeiiieiiiiiiiiee e e eeeiiitiee e e e e e e e e e e e e e s s snneneneeaeeeeeenns 147
Kilka SPOStIZEZENA ..cooiiieee e 148
Obliczanie wspotczynnikOw Bayesa ..........ccceevviiiiiiiiiieeeiiiiciiiiieeee e e 149
Wspodtczynniki Bayesa i WNIOSKOWANIE .........ocvveeiiiiiiiiiiiiiee e scciiiieee e e 154
Regularyzacja rozkladOw a Priori .......ccccceeeeciiiiieiee e 155
POASUMOWANIE .oiiiiiiiiee et e e e e e e e e e neeaeeeaeeeas 156
CWICZENIA .ottt 157

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/anbap3
https://helion.pl/rt/anbap3

8 Spis tresci

ROZDZIAL 6
Modelowanie za pomoca interfejsu Bambi .........cccoocrvemriinncsrscnnsennnnns 159
Jedna sktadnia, by wszystkim zarzadzad ...........ccoooiii 159
Model rowerdéw w wersji opartej na interfejsie Bambi ..........ccccceeeinnns 163
Regresja WIelomianOWa ........cccccccciiiiii e ereenee 165
FUNKC)E SKIEJANE ....uvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiitiiieiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeennnnnes 167
Modele rozktadOWe ..........eeiiiiiiiiii e 169
Predyktory KategoryCzne ............ueeivieeiiicciiiiiicee e a e e e 171
Pingwiny Kategoryczne ... 171
Zwigzek z modelami hierarchicznymi .........cccccceeiiiiiciiiiii e, 173
T =T = el <SPS 174
Interpretacja modeli za pomocg interfejsu Bambi .......cccccoeeeeviiciiiiinneennn, 176
Selekcja ZMiIeNNYCh .....ooiiiii 178
Whnioskowanie predykcyjne metoda projekcji ....ooooovvviiiiiii, 179
Predykcja projekcyjna z uzyciem pakietu Kulprit ... 180
POASUMOWANIE ... e e e e e e s e e e e e e e e e anes 183
(@Y o2 s 1T BT TR TSRS 184

ROZDZIAL 7
Modele MIeSZanin ........ccciimiicmimmsm s ——————— 185
Modele MIESZANIN .....ueiiiiiiiiiiiiie e e e e e e 185
Skonczone modele MIesSZanin ..o 187
Rozkiad kategoryczny ... 188
Rozkiad Dirichleta ........c.cooiiiiiiiiiii e 188
Mieszanina ChemMICZNA ........cooiiiiiiiiiiee e 190
Nieidentyfikowalnos¢ modeli mieszanin ...........ccccoovcieiiiiiiieiniiieee e 191
Metoda wyboru liczby rozktaddw K ..o, 192
Modele z nadmiarem zer i modele Progowe ...........ccueeeiieeiiiiiiiiiiieieeeeens 195
Regresja Poissona z nadmiarem Zer .........cccoocueeeiiiieeeeinieeee e 196
MOdElE PrOgOWE ..ot 197
Modele mieszanin i GrupOWaANIE ........c.ooiuuiiiiiiieae it e e eiieee e e e e 200
Nieskonczony model mieszaniny ..o 200
Proces Dirichleta .........oooceeiiiiiie e 201
MiI€SZaniny CIggTe .....eiiiiiiiii e 205
Niektdre popularne rozktady to mieszaniny ........cccccccevvvvivviiiiiiiiieeeennnn. 205
POASUMOWANIE ... e e e e 206
CWICZENIA vt en et e e, 207

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/anbap3
https://helion.pl/rt/anbap3

Spis tresci 9

ROZDZIAL 8
Procesy gausSOWSKI@ .........cccuemmrmrismmnsmmmssmmssnsssnsssssssssnsssnsssnssssssnsnssssssnsass 209
Modele liniowe i dane NIeliNioWe ...........oooiiiiiiiiiiiiiiie e 209
Modelowanie FUNKC)i .......cooiiiiiiiiiii e 210
Wielowymiarowe rozktady Gaussa i funkcje ...........ccccvceeveeiiiiiiiiiieieeeeii, 212
Funkcje kowariancji i Jadra .........oocveviiiiiiiii e 212
Procesy gausSOWSKIE .......cocuiiiiiiiiiiiie it 214
Regresja procesdw gaussOWSKICh ..........ccoociiiiiiiiiiiiiiiiec e 215
Regresja procesow gaussowskich z uzyciem biblioteki PyMC .................... 216
Ustalanie rozktadéw a priori dla skali dtugosci .........coocvvvivveieeiiiinnnen, 219
Klasyfikacja z uzyciem procesow gaussowskich ...........ccccccvveeeiiiiiiiieennnn. 220
Procesy gaussowskie w przypadku kosmicznej grypy .......ccccccceeeeeeennnnee 222
PrOCESY COXA eevrrieii ettt ettt e e e 223
Katastrofy w kopalniach wegla .........cocviiiiiiiii 224
SO ittt e e a e e e e 225
Regresja z autokorelacjg przestrzenng .........ccccccvieeiiiiiiiie e 227
Procesy gaussowskie w przestrzeniach Hilberta ...........................l 231
Proces HSGP w przypadku interfejsu Bambi .........cccccoviiiiiinineinninne 233
POASUMOWANIE .oiiiiiiiei et e e e e e e e e e nreaeeeaeeeas 234
(@ T T TR 235

ROZDZIAL 9
Bayesowskie addytywne drzewa regresyjne ...........cccussmmssmnmssnssssansnnsas 236
Drzewa deCYZYJNE ...ccoeeeeeeeeeeee e 236
MOAEIE BART ..ottt e e e e e e a e e s 238
Pingwiny bartianskie ... 239
Wykresy zaleZnosci CZaStKOWE] .........ccevviicviiiiiiieees it e e esieeee e 240
Woykresy indywidualnej warunkowej wartosci oczekiwanej ................... 241
Selekcja zmiennych z uzyciem modelu BART .......coovvvvvviiiiiiiiiiiiiiieeeeene, 242
Modele BART oparte na rozktadach ...........cccooeiiii 245
Odpowiedz stata i HNIOWa .......ccovvviiiiiiiiiii 247
WYDBOK ICZDY ArZEW ...oeeieieeiieeeee e e e 248
POASUMOWAENIE ...oiiiiiiiiieiiteie ettt 248
(@ T - OO 249

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/anbap3
https://helion.pl/rt/anbap3

10 Spis tresci

ROZDZIAL 10

Silniki WnioSKOWaNia .......ccccciimiimmismnisrissnssss s s sesnans 250
Silniki whnioskowania ..........cccc i, 250
=Yoo TR T 1o P PPPPPRPIN 251
Metoda KWwadratowa ...........oooiiiiiiiiiii e 254
Metody oparte na procesach Markowa ..........ccccccoiviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiienns 255

MOoNte Carlo ......coeeeeeeeeeee 256
FaACUCh Markowa .........ooocuiiiiiiiii e 257
Algorytm Metropolisa-Hastingsa ..........cccoveveeiiiiiiiiiiniieee e 257
Hamiltonowska metoda Monte Carlo ..........cccuviiiiiiiiiiiiiii 261
Sekwencyjna metoda Monte Carlo ..., 263
Diagnozowanie Probek .............uuuuueuuuiriiiiiiiiiiiiiiiiiireeereeerer e 265
ZDIEZNOSC ...ttt bbb e e e e 266
WWYKIES SIadU ..ceeeeiiiieeee e 266
LY LI - 1 o SRR 267
R (statystyka R-Nat) .....c..cccerieeeeeeieeeceeeeee e ee e 268
Efektywny rozmiar proby ... 270
Bfad standardowy Monte Carlo ..........oooiiiiiiiiiii i 271
D YAV VLT o 1T e PR P PRSPPI 272
Zachowaj spokdj i nie poddawaj Si€ ........cceevvvviiiiiiiiiiiiiiiii 274
POASUMOWANIE ... e e e e 275
CWICZENIA vt en et e e, 275

ROZDZIAL 11
DalSZe KICIUNKI ...eceeeeeiiiirrrnnmennnsssssssnnnnnssssssssssssnnnnnssssssssssnnnnnnsssssssnsnnnnnnnnnn 277

Bibliografia .........cccccriommirmnimrismnsnsn s 279

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/anbap3
https://helion.pl/rt/anbap3

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/anbap3
https://helion.pl/rt/anbap3

Rozdziat MYélenie
1 | probabilistyczne

Rachunek prawdopodobieristwa to nic innego jak zdrowy rozsqdek
sprowadzony do obliczen.

— Pierre Simon Laplace

W niniejszym rozdziale poznasz podstawowe koncepcje statystyki bayesowskiej oraz nie-
ktoére instrumenty z bayesowskiego zestawu narzedzi. Bedziesz uzywac kodu w jezyku
Python, ale rozdziat ten ma gtéwnie charakter teoretyczny. Wiekszo$¢ omawianych tutaj
zagadnien bedzie wielokrotnie powracac w catej ksigzce. Niniejszy rozdzial, ktory jest
mocno osadzony w teorii, moze wydawac sie dla Ciebie jako programisty nieco niepoko-
jacy, ale mysle, ze utatwi Ci skuteczne stosowanie statystyki bayesowskiej do rozwiagzy-
wania problemoéw.

W tym rozdziale omawiam nastepujace zagadnienia:

modelowanie statystyczne;
prawdopodobienstwo i niepewnos¢;
twierdzenie Bayesa i wnioskowanie statystyczne;

wnioskowanie z jednym parametrem i klasyczny problem rzutu monetg;

dobdr rozktadéw a priori i wyjasnienie, dlaczego ludzie czesto ich nie lubia,
cho¢ powinni;

B informowanie o wynikach analizy bayesowskiej.

Statystyki, modele i podejscie
zastosowane w ksiazce

Statystyka zajmuje sie gromadzeniem, organizowaniem, analizowaniem i interpretowa-
niem danych, dlatego wiedza z dziedziny statystyki jest niezbedna do analizy danych.
W analizie danych stosuje sie nastepujace dwie gtéwne metody statystyczne:

B Eksploracyjna analiza danych (ang. Exploratory Data Analysis — EDA).
Dotyczy ona podsumowan liczbowych, takich jak Srednia, dominanta, odchylenie
standardowe i rozstepy miedzykwartylowe. Analiza EDA polega réwniez
na wizualnej inspekcji danych przy uzyciu narzedzi, ktére prawdopodobnie
juz znasz, takich jak histogramy i wykresy rozrzutu.
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Rozdziat 1 Myslenie probabilistyczne 21

B Statystyka inferencyjna. Dotyczy ona formutowania stwierdzen wykraczajacych
poza aktualne dane. Moze by¢ wskazane zrozumienie jakiego$ konkretnego
zjawiska, przewidzenie przyszlych (jeszcze nieobserwowanych) punktéw danych
lub wybranie sposréd kilku konkurujgcych wyjasnien tego samego zestawu
obserwacji. Podsumowujac: statystyka inferencyjna pozwala wycigga¢ sensowne
whnioski z ograniczonego zestawu danych i podejmowa¢ Sswiadome decyzje
na podstawie wynikéw analizy.

Idealne potaczenie

W ksigzce skoncentrowano sie na tym, jak korzystac¢ z bayesowskiej statystyki inferen-
cyjnej, ale beda réwniez stosowane pomysty z zakresu eksploracyjnej analizy danych
do podsumowywania, interpretowania, sprawdzania i przekazywania wynikéw wnio-
skowania bayesowskiego.

Wiekszo$¢ wprowadzajacych kursow ze statystyki, przynajmniej dla oséb nie bedgcych
statystykami, jest prowadzona jako zbidr przepisow, ktére wygladaja nastepujaco: udaj
sie do statystycznej spizarni, wybierz jedna puszke i otw6rz ja, dodaj dane do smaku
i mieszaj, az otrzymasz sp6jng wartos¢ p, ktéra najlepiej jest mniejsza niz 0,05. Gtéwnym
celem tych kurséw jest nauczenie, jak wybra¢ wtasciwa puszke. Nigdy nie lubitem tego
typu podejscia, gtéwnie dlatego, Ze najczestszym rezultatem jest grupa zdezorientowa-
nych ludzi niezdolnych do uchwycenia jednosci réznych poznanych metod (nawet na
poziomie konceptualnym). Przyjmiemy inne podejscie: nauczysz sie kilku przepiséw,
ale beda to przepisy domowe, a nie gotowe dania z puszki. Dowiesz sie, jak mieszac swieze
sktadniki, ktére bedg odpowiednie dla réznych okazji statystycznych i, co wazniejsze,
pozwolg zastosowac¢ koncepcje daleko poza przyktadami z tej ksigzki.

Przyjecie takiego podejscia jest mozliwe z dwdch nastepujacych powoddow:

B Ontologiczny. Statystyka to forma modelowania ujednolicona w ramach
matematycznych struktur teorii prawdopodobienstwa. Wykorzystanie podejscia
probabilistycznego daje jednolity widok na to, co moze wydawac sie bardzo
réznymi metodami. Metody statystyczne i metody uczenia maszynowego
wygladaja znacznie bardziej podobnie z perspektywy probabilistyczne;j.

B Techniczny. Nowoczesne oprogramowanie, takie jak PyMC, pozwala praktykom,
takim jak Ty i ja, stosunkowo tatwo definiowac i rozwigzywaé modele. Wiele
z tych modeli byto nierozwigzywalnych jeszcze kilka lat temu lub wymagato
wysokiego poziomu zaawansowania matematycznego i technicznego.

Praca z danymi

Dane s3 podstawowym sktadnikiem statystyki i danologii. Pochodza z kilku Zrddet, takich
jak eksperymenty, symulacje komputerowe, ankiety i obserwacje terenowe. Jesli to my
odpowiadamy za generowanie lub zbieranie danych, zawsze warto najpierw doktadnie
przemysleé pytania, na jakie chcemy odpowiedzie¢, oraz metody, ktére bedg uzywane,
a dopiero potem przystapi¢ do gromadzenia danych. Istnieje caty dziat statystyki zajmu-
jacy sie zbieraniem danych znany jako planowanie doswiadczen. W erze zalewu danymi
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22 Analiza bayesowska w Pythonie

czasami zapominamy, ze gromadzenie danych nie zawsze jest tanie. Na przyktad, cho¢
prawda jest, ze Wielki Zderzacz Hadron6éw produkuje setki terabajtéw dziennie, jego
budowa zajeta lata pracy fizycznej i intelektualne;.

Zasadniczo o procesie generowania danych mozna myslec¢ jak o procesie stochastycznym,
poniewaz istnieje niepewnos$¢ ontologiczna, techniczna i/lub epistemiczna, co oznacza,
Ze system jest z natury stochastyczny, wystepuja problemy techniczne powodujgce szum
badZ ograniczajgce nas w pomiarach o dowolnej precyzji i/lub istniejg ograniczenia kon-
cepcyjne zastaniajgce przed nami szczegdty. Z tych wszystkich powodéw zawsze trzeba
interpretowac dane w kontekscie modeli, zar6wno mentalnych, jak i formalnych. Dane
,hie mowig” same za siebie, lecz za posrednictwem modeli.

W ksigzce zatozymy, ze dane zostaty juz zebrane. Nasze dane beda tez czyste i uporzad-
kowane, co rzadko zdarza sie w rzeczywistos$ci. Przyjmiemy te zatozenia, aby skupic¢ sie
na temacie ksigzki. Chce tylko podkresli¢, szczegd6lnie z my$lg o osobach rozpoczyna-
jacych przygode z analizg danych, Ze jesli nawet nie sg omawiane w ksigzce, istniejg wazne
umiejetnosci, ktore nalezy opanowac i rozwijac¢, aby méc z powodzeniem pracowacé
z danymi.

Bardzo przydatng podczas analizowania danych umiejetnoscia jest tworzenie kodu
w jezyku programowania, takim jak Python. Manipulowanie danymi jest zwykle konieczne,
biorac pod uwage to, ze zZyjemy w chaotycznym Swiecie z jeszcze bardziej chaotycznymi
danymi, a programowanie pomaga zrealizowac rézne rzeczy. Jesli nawet masz szcze-
$cie i Twoje dane sg bardzo czyste i uporzadkowane, programowanie nadal bedzie bar-
dzo przydatne, poniewaz wspoétczesna statystyka bayesowska jest stosowana gtéwnie
z wykorzystaniem takich jezykow programowania jak Python lub R. Jezeli chcesz nauczy¢
sie uzywac Pythona do czyszczenia danych oraz manipulowania nimi, dobre wprowadze-
nie mozesz znalez¢ w Ksigzce Python w analizie danych McKinneya (Helion, 2023).

Modelowanie bayesowskie

Modele to uproszczone opisy danego systemu lub procesu, ktérym z jakiego$ powodu
sie interesujemy. Opisy te sg celowo zaprojektowane tak, aby uchwyci¢ jedynie najistot-
niejsze aspekty systemu, a nie wyja$nia¢ kazdy drobny szczegot. Jest to jeden z powo-
doéw, dla ktérych bardziej ztozony model nie zawsze jest lepszy. Istnieje wiele rodzajow
modeli. W tej ksigzce ograniczymy sie do modeli bayesowskich. Proces modelowania
bayesowskiego mozna podsumowaé w nastepujgcych trzech krokach:

1. Majac dane i pewne zatozenia dotyczace tego, jak one mogty zostaé
wygenerowane, projektujemy model przez faczenie elementéw konstrukcyjnych
znanych jako rozklady prawdopodobienstwa. NajczeSciej modele te sg sporymi
przyblizeniami, ale zazwyczaj to wszystko, co jest niezbedne.

2. Uzywamy twierdzenia Bayesa, aby doda¢ dane do naszych modeli i wyprowadzi¢
logiczne konsekwencje potaczenia danych z naszymi zatozeniami. Méwimy,
ze warunkujemy model na podstawie naszych danych.

3. Oceniamy model i jego prognozy wedtug réznych kryteriéw, w tym danych, naszej
wiedzy na okre$lony temat, a czasami droga poréwnania z innymi modelami.
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Ogolnie rzecz biorgc, wykonujemy te trzy kroki w sposéb iteracyjny i nieliniowy. W kaz-
dym momencie mozna cofng¢ sie do poprzednich krokéw: by¢ moze popetnilismy gtupi
btad podczas tworzenia kodu, znalezli§my sposdb na zmiane i ulepszenie modelu lub zda-
liSmy sobie sprawe, Ze trzeba doda¢ wiecej danych badz zebra¢ innego rodzaju dane.

Modele bayesowskie sg réwniez znane jako modele probabilistyczne, poniewaz sg budo-
wane z uzyciem prawdopodobienstw. Dlaczego prawdopodobienstwa? Wynika to z tego,
Ze sg one bardzo uzytecznym narzedziem do modelowania niepewno$ci. Dysponujemy
nawet dobrymi argumentami, aby stwierdzi¢, Ze sa wiasciwg koncepcja matematyczna.
Wybierzmy sie zatem na spacer przez ogréd rozwidlajqgcych sie ScieZek (Borges, 1944).

Wprowadzenie do prawdopodobienstwa
dla praktykow metod bayesowskich

W tym podrozdziale zostanie oméwionych kilka ogdlnych i waznych koncepcji, ktére sg
kluczowe dla lepszego zrozumienia metod bayesowskich. Dodatkowe zagadnienia zwia-
zane z prawdopodobienstwem bede wprowadzac¢ lub rozwija¢ w kolejnych rozdziatach,
w miare jak bedg nam potrzebne. Jesli jednak chodzi o szczegétowe studium teorii praw-
dopodobienstwa, polecam zwtaszcza ksigzke Introduction to Probability Blitzsteina (2019).
Ci, ktorzy s3 juz zaznajomieni z podstawowymi elementami teorii prawdopodobienstwa,
moga pominac ten podrozdziat lub przeczyta¢ go pobieznie.

Przestrzen préb i zdarzenia

Zatézmy, ze prowadzimy badanie, aby sprawdzi¢, jak ludzie oceniaja pogode w swojej
okolicy. ZapytaliSmy trzy osoby, czy lubig stoneczng pogode, przy czym mozliwe odpo-
wiedzi to ,,tak” lub ,nie”. Przestrzen prob wszystkich mozliwych wynikéw mozna ozna-
czy¢ litera S. Sktada sie ona z o$miu mozliwych kombinacji:

S ={(tak, tak, tak), (tak, tak, nie), (tak, nie, tak), (nie, tak, tak), (tak, nie, nie), (nie, tak, nie),
(nie, nie, tak), (nie, nie, nie)}

W tym przypadku kazdy element przestrzeni prob reprezentuje odpowiedzi trzech oséb
w kolejnosci, w jakiej zostaty zapytane. Na przyktad element ,(tak, nie, tak)” oznacza, ze
pierwsza i trzecia osoba odpowiedzialy ,tak”, natomiast druga osoba odpowiedziata ,nie”.

Zdarzenia mozna definiowac jako podzbiory przestrzeni prob. Na przyktad zdarzenie A
wystepuje wtedy, gdy wszystkie trzy osoby odpowiedziaty ,tak”:

A = {(tak, tak, tak)}

Podobnie mozna zdefiniowa¢ zdarzenie B jako sytuacje, w ktorej przynajmniej jedna osoba
odpowiedziata ,nie”:

B ={(tak, tak, nie), (tak, nie, tak), (nie, tak, tak), (tak, nie, nie), (nie, tak, nie), (nie, nie, tak),
(nie, nie, nie)}
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Prawdopodobienstwa mozna wykorzystywac jako miare tego, jak prawdopodobne s3 te
zdarzenia. Zaktadajac, ze wszystkie zdarzenia s jednakowo prawdopodobne, prawdopo-
dobienstwo zdarzenia 4, czyli sytuacji, w ktdrej wszystkie trzy osoby odpowiedziaty ,tak”,
WYnosi:

liczba wynikow w 4

P(A) =
A taczna liczba wynikéw w S

W tym przypadku istnieje tylko jeden wynik w 4, a w S jest osiem wynikéw. W zwigzku

z tym prawdopodobienstwo A wynosi:

1
P(4) =5 =0125

Podobnie mozna obliczy¢ prawdopodobienistwo zdarzenia B, ktore polega na tym, Ze przy-
najmniej jedna osoba odpowiedziata ,nie”. Poniewaz w zdarzeniu tym jest siedem wyni-
kéw, a w przestrzeni S znajduje sie osiem wynikéw, prawdopodobienstwo zdarzenia B

WYnosi:
7
P(B) = 3= 0,875

Zatozenie, ze wszystkie zdarzenia sg jednakowo prawdopodobne, to tylko szczego6lny
przypadek, ktéry utatwia obliczanie prawdopodobienistw. Okresla sie to mianem naiw-
nej definicji prawdopodobienstwa, poniewaz jest ona ograniczona i opiera sie na mocnych
zalozeniach. Jest ona jednak nadal przydatna, jesli uzywamy jej ostroznie. Na przyktad
nieprawda jest, ze wszystkie pytania z odpowiedziami ,tak” lub ,nie” majg szanse ,p6t na
pot”. Oto inny przyktad: jakie jest prawdopodobienstwo zobaczenia fioletowego konia?
Wiasciwa odpowiedz moze sie bardzo réznic¢ w zaleznosci od tego, czy mowa jest o natu-
ralnym kolorze prawdziwego konia, konia z kresk6wki, konia przystrojonego na para-
dzie itd. W kazdym razie niezaleznie od tego, czy zdarzenia sa jednakowo prawdopodobne,
czy nie, prawdopodobienstwo catej przestrzeni prob zawsze réwna sie 1. Mozna to spraw-
dzi¢, obliczajac:

liczba wynikéw w §

P(S)

- faczna liczba wynikéw w S

1 to najwieksza wartos$¢, jaka moze przyja¢ prawdopodobienistwo. Stwierdzenie, ze
P(S) =1, oznacza, ze S jest nie tylko bardzo prawdopodobne, ale pewne. Jesli wszystko,
co moze sie zdarzy¢, jest zdefiniowane przez przestrzen S, to S bedzie mie¢ miejsce.

Jezeli zdarzenie jest niemozliwe, jego prawdopodobienistwo wynosi 0. Zdefiniujmy zda-
rzenie C jako polegajace na tym, ze trzy osoby méwig stowo ,banan”:

C = {(banan, banan, banan)}

Poniewaz zdarzenie C nie jest czeScig przestrzeni S, z definicji nie moze mie¢ miejsca.
Mozna to sobie wyobrazi¢ tak, ze kwestionariusz z naszego badania zawiera tylko dwa
pola: tak i nie. Z zatoZenia nasze badanie ogranicza wszystkie inne mozliwe opcje.

Mozna wykorzystacé fakt, Ze jezyk Python obstuguje zbiory, i zdefiniowa¢ jego funkcje do
obliczania prawdopodobienstw zgodnie z ich naiwna definicjg (listing 1.1):
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Listing 1.1
1 def P(S, A):
2 if set(A).issubset(set(S)):
return len(A)/len(S)
else:
return 0

(S 21~ NN

Pozostawitem Ci przyjemnos$¢ poeksperymentowania z tg funkcja.

Jednym z przydatnych sposobéw konceptualizacji prawdopodobienstw jest traktowa-
nie ich jako zachowanych wielkosci roztozonych w catej przestrzeni prob. Oznacza to, ze
jesli prawdopodobienstwo jednego zdarzenia wzrasta, prawdopodobienstwo jakiegos
innego zdarzenia lub zdarzen musi sie zmniejszy¢ tak, aby catkowite prawdopodobien-
stwo pozostato réwne 1. Mozna to zilustrowac prostym przyktadem.

Zatézmy, ze pytamy jedna osobe, czy jutro bedzie pada¢, a mozliwe odpowiedzi to ,tak”
i, nie”. Przestrzen prob dla mozliwych odpowiedzi jest okres$lona przez S = {tak, nie}.
Zdarzenie polegajace na tym, Ze jutro bedzie pada¢, reprezentowane jest przez A = {tak}.
Jesli P(A) wynosi 0,5, prawdopodobienstwo dopetnienia zdarzenia 4, oznaczone jako
P(A9), r6wniez musi wynosic 0,5. Jezeli z jakiegos powodu P(A) wzrasta do 0,8, to P(A¢)
musi sie zmniejszy¢ do 0,2. Wtasciwo$¢ ta obowigzuje dla zdarzen roztgcznych, czyli takich,
ktére nie moga wystapi¢ jednoczesnie. Na przyktad nie moze jednoczesnie jutro padaé
i nie padac. Mozesz zaprotestowac, ze moze padac rano, a nie pada¢ po potudniu. Jest to
prawda, ale to juz inna przestrzen préb!

Do tej pory unikatem bezposredniego definiowania prawdopodobienstw i pokazywatem
jedynie niektére ich wtasciwosci i sposoby ich obliczania. Ogélna definicja prawdopodo-
bienstwa, ktéra sprawdza sie w przypadku zdarzen o nieréwnych szansach wystapienia,
jest nastepujaca: gdy mamy przestrzen prob Sizdarzenie 4, ktore jest podzbiorem S,
prawdopodobienstwo jest funkcjg P, ktéra przyjmuje A jako dane wejsciowe i zwraca
jako wynik liczbe rzeczywistg z zakresu od 0 do 1. Funkcja P ma pewne ograniczenia okre-
$lone przez trzy ponizsze aksjomaty. Pamietaj, ze aksjomat to stwierdzenie, ktére przyj-
mujemy za prawdziwe i ktdrego uzywamy jako punktu wyj$cia w ramach prowadzonego
rozumowania:

1. Prawdopodobienstwo zdarzenia jest nieujemng liczba rzeczywista.
2. P(S)=1.

3. Je$li A1, A2, ... to zdarzenia roztgczne, co oznacza, zZe nie moga wystgpic
jednoczes$nie, wtedy P(A1, A2, ...) = P(A1) + P(A2) + ....

Gdyby to byta ksigzka o teorii prawdopodobienistwa, raczej przeznaczytbym kilka stron
na zademonstrowanie konsekwencji tych aksjomatéw i przedstawienie ¢wiczen do ma-
nipulowania prawdopodobienstwami. Pomogtoby Ci to uzyska¢ biegto$¢ w operowaniu
prawdopodobienstwami. Jednakze naszym gtéwnym celem nie s3 te zagadnienia. Moja
motywacja do przedstawienia tych aksjomatow jest jedynie pokazanie, Zze prawdopodo-
biefistwa to dobrze zdefiniowane pojecia matematyczne z regutami, ktére nadzorujg ich
operacje. S one szczeg6lnym typem funkcji i nie ma w nich Zadnej tajemnicy.
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Zmienne losowe

Zmienna losowa to funkcja, ktéra odwzorowuje przestrzen préb na liczby rzeczywiste R
(rysunek 1.1). Zatézmy, ze zdarzeniami, ktore nas interesujg, sa liczby na kostce. 0Odwzo-
rowanie jest wtedy bardzo proste: kojarzy sie pierwsza $ciane (+] z liczba 1, druga $ciane
[ Jzliczba 2 itd. Innym prostym przyktadem jest odpowiedz na pytanie: czy jutro bedzie
padac¢? Mozna odwzorowac odpowiedz ,tak” na wartos¢ 1, a ,,nie” na warto$c 0. Powszech-
nie, cho¢ nie zawsze, uzywa sie duzej litery dla zmiennych losowych (np. X), a matej litery
dla ich wynikéw (np. x). Jesli na przyktad X to pojedynczy rzut kostka, x reprezentuje kon-
kretna liczbe catkowita {1, 2, 3, 4, 5, 6}. MoZna zatem zapisa¢ P(X = 3), aby wskaza¢ praw-
dopodobienstwo uzyskania wartos$ci 3 przy rzucie kostka. Mozna tez pozostawic x jako
nieokres$lone. Mozliwe jest na przyktad zapisanie P(X = x)) w celu wskazania prawdo-
podobienstwa uzyskania jakiejs wartosci x lub P(X < x), aby wskaza¢ prawdopodobien-
stwo otrzymania warto$ci mniejszej lub réwnej x.

S

Rysunek 1.1. Zmienna losowa X zdefiniowana dla przestrzeni préb z 5 elementami
{S1, ... Ss} oraz mozliwymi wartosciami-1,2 i1

Mozliwo$¢ odwzorowania symboli (np. [ « ]) lub ciagéw znakéw (np. ,tak”) na liczby uprasz-
cza analize, poniewaz wiemy juz, jak wykonywac operacje matematyczne na liczbach.
Zmienne losowe s3 tez przydatne, gdyz mozna je przetwarzac bez bezposredniego mysle-
nia w kategoriach przestrzeni proby. Cecha ta staje sie coraz bardziej istotna, gdy prze-
strzen préby staje sie bardziej ztozona. Na przyktad podczas symulowania uktadéw mo-
lekularnych trzeba okresli¢ pozycje i predkos¢ kazdego atomu. W przypadku ztozonych
molekut, takich jak biatka, oznacza to koniecznos$¢ §ledzenia tysiecy, milionéw, a nawet
wiekszej liczby parametréw. Zamiast tego mozna uzy¢ zmiennych losowych do podsu-
mowania pewnych wtasciwosci uktadu, takich jak energia catkowita lub wzgledne katy
miedzy okre$lonymi atomami uktadu.

Jesli nadal jeste$ zdezorientowany, w porzadku. Pojecie zmiennej losowej moze brzmiec
zbyt abstrakcyjnie na poczatku, ale w catej ksigzce bedzie mnoéstwo przyktadow, ktore
pomoga Ci utrwali¢ te idee. Zanim przejdziemy dalej, sprobuje przedstawic analogie, ktéra
mam nadzieje okaze sie przydatna. Zmienne losowe s3g uzyteczne w podobny sposéb jak
funkcje jezyka Python. Czesto umieszcza sie kod w funkcjach, zeby w pojedynczym wywo-
taniu moc przechowywa¢, ponownie stosowac i ukrywac ztozone modyfikacje danych.
Co wiecej, gdy dysponuje sie juz kilkoma funkcjami, mozna je czasem taczy¢ na wiele spo-
sobow (na przyktad dodawaé wyniki dwdch funkcji lub uzywaé wyniku jednej funkcji jako
danych wej$ciowych innej). Wszystko to mozna robi¢ bez funkgcji, ale abstrakcyjne ujecie
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wewnetrznych mechanizmdéw nie tylko czyni kod czystszym, lecz takze pomaga w zro-
zumieniu i rozwoju nowych pomystéw. Zmienne losowe odgrywaja podobna role w sta-

tystyce.

Odwzorowanie miedzy przestrzenia prob a R jest deterministyczne. Nie ma w nim zad-
nej losowosci. Dlaczego zatem nazywa sie to zmienng losowq? Dlatego, Ze mozna , prosi¢”
zmienng o wartosci, a za kazdym razem otrzyma sie inng liczbe. Losowo$¢ wynika z praw-
dopodobienistwa zwigzanego ze zdarzeniami. Na rysunku 1.1 przedstawitem P jako roz-
miar okregéw.

Dwa najczestsze typy zmiennych losowych to zmienne dyskretne i ciggte. Nie wgtebiajac
sie w formalng definicje, mozna stwierdzi¢, ze zmienne dyskretne przyjmuja tylko war-
tosci dyskretne i zwykle do ich reprezentacji uzywa sie liczb catkowitych (np. 1, 5, 42).
Zmienne ciggte przyjmuja wartos$ci rzeczywiste, dlatego w ich przypadku stosuje sie
liczby zmiennoprzecinkowe (np. 3,1415, 1,01, 23,4214). To, jakiego typu zmiennej uzy-
wamy, zalezy od problemu. Jesli zapytamy ludzi o ich ulubiony kolor, otrzymamy odpo-
wiedzi takie jak ,czerwony”, ,niebieski” i ,zielony”. Jest to przyktad dyskretnej zmiennej
losowej. Odpowiedzi to kategorie. Nie ma wartos$ci posrednich miedzy odpowiedziami
sczerwony” i ,zielony”. Z kolei gdy bada sie wtasciwos$ci absorpcji $wiatta, wartosci dys-
kretne, takie jak ,czerwony” i ,zielony”, moga by¢ nieodpowiednie, a zamiast nich bar-
dziej wlasciwe moze by¢ operowanie dtugoscia fali. Wéwczas spodziewamy sie takich
warto$ci jak 650 nm i 510 nm oraz dowolnej liczby ulokowanej miedzy nimi (wtgcznie
z wartos$cia 579,1).

Dyskretne zmienne losowe i ich rozkiady

Zamiast oblicza¢ prawdopodobienstwo tego, ze wszystkie trzy osoby odpowiedziaty ,tak”,
lub prawdopodobienstwo wyrzucenia tréjki podczas rzutu kostka, mozemy by¢ bardziej
zainteresowani ustaleniem listy prawdopodobieristw dla wszystkich mozliwych odpowie-
dzi lub wszelkich mozliwych liczb z kostki. Po obliczeniu takiej listy mozna jg sprawdzic
wizualnie lub uzy¢ jej do obliczenia innych wielko$ci, takich jak prawdopodobienstwo
uzyskania co najmniej jednej odpowiedzi ,nie”, wyrzucenia liczby nieparzystej albo otrzy-
mania liczby réwnej lub wiekszej niz 5. Formalng nazwa tej listy jest rozklad prawdo-
podobienstwa.

Mozliwe jest uzyskanie empirycznego rozktadu prawdopodobienistwa kostki w przypadku
rzucenia nig kilka razy i zestawienia tego, ile razy otrzymano poszczeg6lne liczny. Aby
przeksztatci¢ kazda warto$¢ w prawdopodobienistwo, a calg liste w prawidtowy rozktad
prawdopodobienstwa, trzeba dokona¢ normalizacji liczb. Mozna to osiagna¢, dzielac war-
to$¢ otrzymang dla kazdej liczby przez liczbe rzutéw kostka.

Rozktady empiryczne sg bardzo przydatne. Bedziemy z nich intensywnie korzystac.
Zamiast jednak rzuca¢ kostkami recznie, uzyjemy zaawansowanych metod obliczenio-
wych, ktére wykonaja za nas ciezkg prace. Nie tylko pozwoli to nam zaoszczedzi¢ czas
i unikna¢ znuzenia, ale sprawi, ze bez wysitku uzyskamy préby z naprawde ztozonych
rozktadow. Wyprzedzamy jednak fakty. Priorytetem jest skoncentrowanie sie na rozkta-
dach teoretycznych, ktére sa kluczowe w statystyce, poniewaz umozliwiaja miedzy innymi
konstruowanie modeli probabilistycznych.
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Jak juz wspomniatem, nie ma nic losowego ani tajemniczego w zmiennych losowych. Sa
one po prostu typem funkcji matematycznej. To samo dotyczy teoretycznych rozktadow
prawdopodobienstwa. Lubie poréwnywac rozktady z okregami. Poniewaz wszyscy jeste-
$my zaznajomieni z okregami jeszcze przed poéjsciem do szkoty, nie boimy sie ich i nie
wydaja nam sie tajemnicze. Mozna zdefiniowa¢ okrag jako przestrzen geometryczng punk-
tow na ptaszczyznie, ktore znajduja sie w jednakowej odlegtosci od innego punktu zwa-
nego Srodkiem. Idgc dalej, mozna poda¢ wyrazenie matematyczne dla tej definicji. Jesli
zatozy sie, Ze potozenie $rodka jest nieistotne, okrag o promieniu r mozna opisac jako
zbior wszystkich punktow (x, y) takich, ze:

R4 p=P

Na podstawie tego wyrazenia mozna stwierdzi¢, ze dla danego parametru r okrag jest
catkowicie zdefiniowany. Jest to wszystko, czego potrzeba, aby go narysowac i obliczy¢
takie wlasciwosci jak obwod, ktéry wynosi 2mr.

Zauwazmy tutaj, ze wszystkie okregi wygladaja bardzo podobnie do siebie, a ponadto Ze
dowolne dwa okregi o tej samej wartosci r to zasadniczo te same obiekty. Mozna zatem
pomyslec o rodzinie okregéw, w ramach ktérej kazdy element r6zni sie od pozostatych
wtlasnie wartos$cig promienia r.

Jak dotad wszystko w porzadku, ale dlaczego mowa jest o okregach? Wynika to z tego,
ze wszystko to mozna bezposrednio zastosowac do rozktadéw prawdopodobienstwa.
Zaréwno okregi, jak i rozktady prawdopodobienistwa maja definiujace je wyrazenia mate-
matyczne, a te zawieraja parametry, ktére mozna zmienia¢, aby zdefiniowa¢ wszystkie
elementy rodziny rozktadéw prawdopodobienstwa. Na rysunku 1.2 pokazatem cztery
elementy jednego rozktadu prawdopodobienistwa znanego jako rozktad beta-dwumia-
nowy. Na rysunku 1.2 wysokos$¢ stupkéw reprezentuje prawdopodobienstwo kazdej war-
tosci x. Wartosci x ponizej 1 lub powyzej 6 maja prawdopodobienstwo 0, poniewaz znaj-
duja sie poza no$nikiem rozktadu.

a=1, =1 a=5, p=2
0.2
o a=0.5, B=0.5 =20, B=20
o
0.2
S ] .
1 2 3 2 5 6 1 2 3 ] 5 6
X

Rysunek 1.2. Cztery elementy rozktadu beta-dwumianowego z parametrami o i
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Oto wyrazenie matematyczne dla rozktadu beta-dwumianowego:
n)B(x+a,n—x+ﬁ)
B(a, B)

fimp to skrot od funkcji masy prawdopodobienistwa. W przypadku dyskretnych zmien-
nych losowych jest to funkcja zwracajaca prawdopodobienstwa. Jesli w zapisie matema-
tycznym wystepuje zmienna losowa X, wtedy fmp(x) = P(X = x).

fmp(x) = (

X

Zrozumienie lub zapamietanie funkcji masy prawdopodobienistwa rozktadu beta-dwu-
mianowego nie ma dla nas zadnego znaczenia. Prezentuje ja tutaj tylko po to, aby poka-
zac, ze to po prostu kolejna funkcja. Zapewniasz jedna liczbe, a dostajesz inng. Nic w tym
dziwnego, a przynajmniej w teorii. Musze przyzna¢, Ze do pelnego zrozumienia szczegé-
16w rozktadu beta-dwumianowego trzeba wiedzie¢, czym jest (g), znane jako wspotczyn-

nik dwumianowy, oraz czym jest B, czyli funkcja beta. Nie r6zni sie to jednak zasadniczo
od zaprezentowania réwnania x2 + y2 = r2,

Wyrazenia matematyczne moga by¢ wyjatkowo przydatne, poniewaz sg zwiezte i mozna
je wykorzysta¢ do wyprowadzania wtasciwosci. Czasami jednak moze to by¢ zbyt praco-
chtonne nawet wtedy, gdy dobrze radzimy sobie z matematyka. Wizualizacja moze by¢
dobra alternatywg (lub uzupetnieniem) pomagajaca zrozumie¢ rozktady prawdopodo-
bienstwa. Nie moge w petni pokazac tego na stronie ksigzki, ale jesli uruchomisz kod
z listingu 1.2, otrzymasz interaktywny wykres, ktéry bedzie sie aktualizowat kazdora-
ZOWO po przesunieciu suwakéw parametréw alpha, betain:

Listing 1.2
pz.BetaBinomial(alpha=10, beta=10, n=6).plot_interactive()

Rysunek 1.3 przedstawia statyczng wersje tego interaktywnego wykresu. Czarne kropki
reprezentujg prawdopodobienistwa dla kazdej wartos$ci zmiennej losowej, natomiast czarna
linia przerywana stuzy jedynie jako pomoc wizualna.

Na osi x widoczny jest no$nik rozktadu beta-dwumianowego, czyli wartosci, ktére moga
by¢ nastepujace: x€{0, 1, 2, 3, 4, 5}. Na osi y znajduja sie prawdopodobienstwa zwig-
zane z kazda z tych wartosci. Petna lista zostata przedstawiona w tabeli 1.1.

Zauwaz, ze dla rozktadu reprezentowanego przez kod BetaBinomial (alpha=10, beta=10,
n=6) prawdopodobienstwo, iZ wartos$ci sa spoza zbioru {0, 1, 2, 3, 4, 5}, witaczajac w to
takie wartosci jak -1, 0,5, m i 42, wynosi 0.

Wczesniej wspomniatem, ze mozna ,poprosi¢” zmienng losowa o wartosci i za kazdym
razem otrzyma sie inng liczbe. Mozna przeprowadzi¢ symulacje tego za pomoca biblioteki

PreliZ (Icazattiiin., 2023) jezyka Python do okre$lania rozktad6w a priori. WeZmy na przy-
ktad nastepujacy fragment kodu (listing 1.3).

Zapewni to liczbe catkowitg z przedziatu do 0 do 5. A jaka? Tego nie wiadomo! Wyko-
najmy jednak nastepujacy kod (listing 1.4).
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alpha (0, inf} - 10.00
beta (0, inf) 10.00

n {0, inf) - - 5

0.40
0.35
0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
005" "

0.00

0 1 2 3 4 5

Rysunek 1.3. Wynik dziatania kodu
pz.BetaBinomial(alpha = 10, beta=10, n = 6).plot_interactive()

Tabela 1.1. Prawdopodobienstwa w przypadku kodu
pz.BetaBinomial(alpha = 10, beta = 10, n = 6)

Wartos¢ x Prawdopodobienstwo

0 0,047

1 0,168

2 0,285

3 0,285

4 0,168

5 0,047
Listing 1.3

pz.BetaBinomial (alpha=10, beta=10, n=6).rvs()

Listing 1.4

1 plt.hist(pz.BetaBinomial(alpha=2, beta=5, n=5).rvs(1000))
2 pz.BetaBinomial(alpha=2, beta=5, n=5).plot_pdf();

Otrzymasz co$ podobnego jak na rysunku 1.4. Nawet wtedy gdy nie mozna prognozowac
nastepnej warto$ci zmiennej losowej, mozna przewidzie¢ prawdopodobienistwo uzyskania
dowolnej, konkretnej wartosci, a tym samym, jesli otrzyma sie wiele warto$ci, mozna
dokona¢ predykcji ich og6lnego rozktadu.
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0.25
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e BetaBinomial(alpha=2.0,beta=5.0,n=5)

0.05 .

0 1 2 3 4 5
Rysunek 1.4. Szare kropki reprezentuja funkcje masy prawdopodobienstwa
proby rozktadu beta-dwumianowego. Kolorem jasnoszarym wyrézniono
histogram 1000 losowan z tego rozkiadu

0.00

W tej ksiaZce czasami bedg znane parametry danego rozktadu, a ponadto wskazane bedzie
uzyskanie z niego losowych préb. Innym razem wystapi odwrotna sytuacja: dostepny
bedzie zbidr prob i wskazane bedzie oszacowanie parametrow rozktadu. Przetgczanie sie
miedzy tymi dwoma scenariuszami stanie sie czyms$ naturalnym w miare dalszej lektury
ksigzki.

Ciagte zmienne losowe i ich rozkiady

Prawdopodobnie najszerzej znanym ciggltym rozktadem prawdopodobieristwa jest roz-
klad normalny znany réwniez jako rozklad Gaussa. Jego funkcja gestosci prawdo-
podobienstwa ma nastepujaca postac:

1 _(x=p)?
e 20?2
oV2an

To wyrazenie rowniez przedstawiam jedynie po to, by uchyli¢ zastone tajemnicy. Nie ma
potrzeby zwraca¢ zbyt duzej uwagi na jego szczegoty, poza tym, ze rozktad ten ma dwa
parametry: U (kontroluje potozenie szczytu krzywej) oraz ¢ (decyduje o rozrzucie krzy-
wej). Na rysunku 1.5 przedstawitem trzy przyktady z rodziny rozktadéw Gaussa. Aby
dowiedziec sie wiecej o tym rozktadzie, polecam obejrzec film dostepny pod adresem
https://www.youtube.com/watch?v=cy8r7WSuT1I.

fG) =

Jesli uwaznie $ledzite$ dotychczasowa tres¢, mogtes zauwazy¢, ze uzytem terminu funk-
cja gestosci prawdopodobienstwa (fgp) zamiast funkcja masy prawdopodobien-
stwa (fmp). To nie byta pomytka, gdyz sa to rzeczywiscie dwa rozne obiekty. Cofnijmy sie
o krok i zastan6wmy sie nad tym. Wynikiem dyskretnego rozktadu prawdopodobienistwa
jest prawdopodobienistwo. Wysoko$¢ stupkéw na rysunku 1.2 lub wysoko$¢ punktéw
na rysunku 1.3 to prawdopodobienistwa. Kazdy stupek lub punkt nigdy nie bedzie wyzszy
niz 1, a jesli zsumuje sie wszystkie stupki lub punkty, zawsze uzyska sie wartos$¢ 1.
Zrobmy to samo, ale z krzywa z rysunku 1.5. Pierwsza rzecza godng uwagi jest to, Ze nie
ma stupkow ani punktdéw. Dostepna jest ciagta i gtadka krzywa. Mozna zatem pomysle¢,
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—— Normal(mu=0.0,sigma=1.0)
—— Normal(mu=0.0,sigma=0.5)
Normal(mu=-2.0,sigma=1.0)

/)

-6 -4 -2 0 2 4
Rysunek 1.5. Trzy przyktady z rodziny rozktadéw Gaussa

ze krzywa sktada sie z bardzo cienkich stupkoéw, tak cienkich, ze przypisuje sie jeden stu-
pek kazdej rzeczywistej wartosci no$nika rozktadéw, mierzy sie wysoko$c¢ kazdego stupka
i wyznacza nieskonczong sume. Jest to sensowne podejscie, prawda?

Tak, ale nie jest od razu oczywiste, co z tego sie uzyska. Czy ta suma zapewni doktadnie 17
Czy raczej duza liczbe? Czy suma jest skonczona? Czy wynik zalezy od parametrow
rozktadu?

Wtiasciwa odpowiedz na te pytania wymaga teorii miary, a to jest bardzo nieformalne
wprowadzenie do prawdopodobienstwa, dlatego nie bedziemy zagtebiac sie w te ,kro-
licza nore”. Odpowiedz w zasadzie brzmi jednak tak, ze w przypadku ciagtej zmiennej
losowej prawdopodobienstwo 0 mozna jedynie przypisa¢ kazdej pojedynczej wartosci,
ktéra moze ona przyja¢. Zamiast tego mozna przypisac im gestosci, a nastepnie obliczy¢
prawdopodobienistwa dla zakresu wartosci. A zatem w przypadku rozktadu Gaussa praw-
dopodobienistwo otrzymania doktadnie liczby -2, czyli takiej, po ktdrej nastepuje nieskon-
czona liczba zer po przecinku, wynosi 0. Jednakze prawdopodobienstwo uzyskania liczby
z przedziatu od -2 do 0 to jaka$ liczba wieksza od zera i mniejsza od 1. Aby znalez¢
doktadng odpowiedz, trzeba wykona¢ obliczenia za pomoca nastepujacego wzoru:

b
P(a< X <b) =f fx)dx

W celu przeprowadzenia tego obliczenia konieczne jest zastapienie symboli konkretnymi
wielko$ciami. Jesli f{x) zastapi sie rozktadem Normal(0, 1), gdy a = -2 i b = 0, uzyska sie
prawdopodobienstwo P(-2 <X < 0) = 0,477. Odpowiada to zacieniowanemu obszarowi
na rysunku 1.6.

Mozesz pamieta¢, ze catke mozna przyblizy¢, sumujac pola prostokatéw, a przyblizenie
staje sie coraz bardziej doktadne w miare zmniejszania dlugosci podstawy prostokatéw
(przeczytaj strone serwisu Wikipedia dotyczaca catki Riemanna). Opierajac sie na tej kon-
cepcji i korzystajac z biblioteki PreliZ, mozna oszacowa¢ prawdopodobienistwo P(-2 < X < 0)
w nastepujacy sposéb (listing 1.5).

Po zwiekszeniu wartos$ci zmiennej num uzyska sie lepsze przyblizenie.
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—— Normal{mu=0.0,sigma=1.0])

-4 -3 -2 - 0 1 2 3 4
Rysunek 1.6. Czarna linia reprezentuje funkcje gestosci prawdopodobienstwa
rozktadu Gaussa z parametrami mu = 0 i sigma = 1, a szary obszar
to prawdopodobienstwo tego, ze wartos¢ bedzie wieksza niz -2 i mniejsza niz 0

Listing 1.5
1 dist = pz.Normal(0, 1)
2a=-2
3b=0
4 num = 10
5 x_s = np.linspace(a, b, num)
6 base = (b-a)/num
7 np.sum(dist.pdf(x_s) * base)

Dystrybuanta

Przedstawitem juz funkcje masy prawdopodobienistwa i funkcje gestosci prawdopodo-
bienstwa, ale nie s3 to jedyne sposoby charakteryzowania rozktadéw. Alternatywa jest
dystrybuanta (ang. cumulative distribution function). Dystrybuanta zmiennej losowej
X to funkcja Fx okre$lona wzorem Fx(x) = P(X < x). MOwiac prosciej, dystrybuanta odpo-
wiada na nastepujgce pytanie: jakie jest prawdopodobienistwo otrzymania liczby mniej-
szej lub réwnej x? W pierwszej kolumnie na rysunku 1.7 widoczna jest funkcja masy praw-
dopodobienistwa i dystrybuanta rozktadu beta-dwumianowego, a w drugiej kolumnie
funkcja gestosci prawdopodobienistwa i dystrybuanta rozktadu Gaussa. Zwr6¢ uwage, jak
dystrybuanta wyrdéznia sie skokami w przypadku zmiennej dyskretnej, ale jest gtadka dla
zmiennej ciaglej. Wysokos$¢ kazdego skoku reprezentuje prawdopodobienstwo. Wystar-
czy poréwnac je z wysokoScig kropek. Wykres dystrybuanty zmiennej ciggtej mozna
zastosowac jako wizualny dowdd na to, ze prawdopodobienstwa sg rowne zero dla
kazdej wartosci zmiennej ciagtej. Wystarczy zauwazy¢, Ze nie ma skokéw dla zmiennych
ciagtych, co jest rGwnoznaczne z tym, iz wysoko$¢ skokéw wynosi doktadnie zero.

Samo przyjrzenie sie dystrybuancie pozwala tatwiej okresli¢ prawdopodobienstwo uzy-
skania liczby mniejszej niz na przyktad 1. Wystarczy przejs¢ do wartosci 1 na osi x, prze-
sunac¢ sie w gore az do przeciecia z czarng linig, a nastepnie sprawdzi¢ warto$¢ na osi y.
Na przyktad na rysunku 1.7 w przypadku rozktadu normalnego wida¢, ze warto$¢ miesci
sie w przedziale od 0,75 do 1. Zat6zmy, Ze wynosi ona w przyblizeniu 0,85. W przypadku
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Rysunek 1.7. Funkcja masy prawdopodobienstwa rozktadu beta-dwumianowego
z odpowiadajaca jej dystrybuantg oraz funkcja gestosci prawdopodobienstwa
rozktadu normalnego z powiazang z nig dystrybuanta

funkcji gestosci prawdopodobienstwa bytoby to znacznie trudniejsze, poniewaz w celu
uzyskania odpowiedzi konieczne bytoby poréwnanie catego pola ponizej wartosci 1
z catkowitym polem. Ludzie gorzej radza sobie z ocenianiem pola powierzchni niz wyso-
kosci lub dtugosci.

Prawdopodobienstwo warunkowe

Dla dwoch zdarzen A i B, gdzie P(B) > 0, prawdopodobienstwo zdarzenia A pod warun-

kiem zajscia zdarzenia B, ktore zapisujemy jako P(A | B), definiujemy nastepujaco:
P(A,B)

PAIB) = 5

P(4, B) to prawdopodobienstwo tego, ze wystapi zarowno zdarzenie 4, jak i zdarzenie B.
P(A | B) okresla sie mianem prawdopodobienstwa warunkowego. Jest to prawdopodo-
bienistwo wystgpienia zdarzenia A pod warunkiem, ze wiemy (lub zaktadamy, wyobra-
zamy sobie, stawiamy hipoteze itp.), iz wystapito zdarzenie B. Na przyktad prawdopodo-
bienistwo, Ze chodnik jest mokry, rézni sie od prawdopodobienstwa, ze chodnik jest mokry,
jesli wiadomo, ze pada deszcz.

Prawdopodobienstwo warunkowe moze by¢ wieksze, mniejsze lub réwne prawdopodo-
bienstwu bezwarunkowemu. Jesli fakt znajomosci zdarzenia B nie zapewnia nam infor-
macji o zdarzeniu 4, to P(A | B) = P(A). Bedzie to prawda tylko wtedy, gdy zdarzenia A i B s3
od siebie niezalezne. Natomiast gdy z faktu znajomosci zdarzenia B wynikaja przydatne
informacje o zdarzeniu 4, prawdopodobienstwo warunkowe moze by¢ wieksze lub mniej-
sze od prawdopodobienstwa bezwarunkowego, w zaleznosci od tego, czy znajomo$¢ zda-
rzenia B czyni zdarzenie A mniej, czy bardziej prawdopodobnym. Przeanalizujmy prosty
przyktad z uzyciem uczciwej kostki szes$ciennej. Jakie jest prawdopodobienstwo uzyska-
nia liczby 3 przy rzucie kostka? P(kostka = 3) =1/, poniewaz kazda z sze$ciu liczb ma taka
sama szanse w przypadku uczciwej kostki szesciennej. Jakie jest prawdopodobienstwo
otrzymania liczby 3, jezeli wiadomo, ze otrzymano liczbe nieparzysta? P(kostka = 3 |
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kostka ={1, 3, 5}) = 1/3, poniewaz w sytuacji gdy wiadomo, Ze uzyskano liczbe nieparzy-
stg, jedynymi mozliwymi liczbami sg {1, 3, 5} i kazda z nich ma taka sama szanse. I wresz-
cie: jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania liczby 3, jesli otrzymano liczbe parzystg?
Jest to prawdopodobienstwo P(kostka = 3 | kostka = {2, 4, 6}) = 0, poniewaz gdy wiadomo,
ze liczba jest parzysta, jedyne mozliwe liczby to {2, 4, 6}, a zatem uzyskanie tréjki nie jest
mozliwe.

Jak wida¢ w przypadku tych prostych przyktadéw, poprzez warunkowanie na podstawie
obserwowanych danych zmienia sie przestrzen préb. Pytajac o prawdopodobienstwo
P(kostka = 3), trzeba wyznaczy¢ przestrzen préb S ={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Gdy jednak warun-
kiem jest otrzymanie liczby parzystej, nowa przestrzen prob przyjmuje posta¢ T={2, 4, 6}.

Prawdopodobienistwa warunkowe sg sednem statystyki, niezaleznie od tego, czy Twdj
problem dotyczy rzucania kostkg, czy budowania samochodéw autonomicznych.

Srodkowy panel na rysunku 1.8 reprezentuje prawdopodobienstwo p(4, B) za pomoca
skali szarosci, w przypadku ktérej ciemniejsze kolory oznaczaja wyzsze gestosci prawdo-
podobienstwa. Wida¢, ze rozktad taczny jest wydtuzony, co wskazuje, ze im wyzsza war-
to$¢ zdarzenia A4, tym wyzsza jest warto$c¢ zdarzenia B, i odwrotnie. Znajomo$¢ wartosci
zdarzenia A dostarcza jakich$ informacji o warto$ciach zdarzenia B, i odwrotnie. Na gor-
nym i prawym marginesie na rysunku 1.8 znajduja sie odpowiednio rozklady brzegowe
p(A) i p(B). Aby obliczy¢ rozktad brzegowy zdarzenia 4, bierzemy prawdopodobienistwo
p(4, B) i usredniamy po wszystkich wartos$ciach zdarzenia B. Intuicyjnie mozna to poréw-
naé z uzyciem dwuwymiarowego obiektu i rozktadu tacznego i rzutowaniem go na jeden
wymiar. Rozktad brzegowy zdarzenia B oblicza sie podobnie. Linie przerywane repre-
zentuja prawdopodobienstwo warunkowe p(4 | B) dla trzech réznych warto$ci zda-
rzenia B. Otrzymuje sie je przez przeciecie prawdopodobienstwa p(4, B) rozktadu tacz-
nego dla danej wartos$ci zdarzenia B. Mozna to traktowac jako rozktad zdarzenia 4 przy
zatozeniu, Ze zaobserwowano konkretng warto$¢ zdarzenia B.

Wartosci oczekiwane

Jesli X to dyskretna zmienna losowa, jej warto$¢ oczekiwang mozna obliczy¢ za pomoca
nastepujacego wzoru:

E(X) = pr(x = %)

X
Jest to po prostu $rednia lub warto$¢ przecietna.

Prawdopodobnie jeste$ przyzwyczajony do obliczania $rednich z préb lub zbioréw liczb,
recznie, na kalkulatorze lub przy uzyciu kodu napisanego w Pythonie. Zauwaz jednak,
Ze tutaj nie jest mowa o Sredniej z kilku liczb, lecz o Sredniej rozktadu. Po zdefiniowa-
niu parametréw rozktadu w zasadzie mozna obliczy¢ jego wartosci oczekiwane. Sg to
wtasciwosci rozktadu tak samo, jak obwdd jest wiasciwoscig kota, ktéra zostaje okre-
$lona po ustaleniu wartosci promienia.

Inng wartoscia oczekiwang jest wariancja, ktdrej mozna uzy¢ do opisu rozrzutu rozktadu.
Wariancja pojawia sie naturalnie w wielu obliczeniach statystycznych, ale w prak-
tyce czesto bardziej uzyteczne jest stosowanie odchylenia standardowego, ktére jest

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/anbap3
https://helion.pl/rt/anbap3

36 Analiza bayesowska w Pythonie

P(A)

p(A, B)

p(B)

..plA|B)

A
Rysunek 1.8. Przedstawienie relacji miedzy prawdopodobienstwem p(A, B)
rozktadu tacznego, prawdopodobienstwami p(A) i p(B) rozktadu brzegowego
oraz prawdopodobienstwem warunkowym p(A | B)

pierwiastkiem kwadratowym z wariancji. Powodem jest to, Ze odchylenie standardowe
ma te same jednostki co zmienna losowa.

Srednia i wariancja s3 czesto nazywane momentami rozktadu. Inne momenty to sko-
$nos¢, ktora informuje o asymetrii rozktadu, oraz kurtoza, informujaca o zachowaniu sie
jego ogonow lub wartosci skrajnych (Westfall, 2014). Na rysunku 1.9 pokazatem przyktady
réznych rozktadéw wraz z ich $rednia y, odchyleniem standardowym o, sko$noscia y
i kurtoza k. Zauwaz, ze dla niektorych rozktadéw pewne momenty moga by¢ niezdefinio-
wane lub nieskonczone. Biblioteka PreliZ pozwala obliczy¢ kurtoze nadmiarowa, czyli kur-
toze -3.

Gdy juz przyblizytem niektére podstawowe pojecia i stownictwo zwigzane z teorig praw-
dopodobienistwa, mozemy przejs¢ do etapu, na ktéry wszyscy czekali.

Twierdzenie Bayesa
Bez zbednego wstepu spojrzmy na twierdzenie Bayesa w catej jego okazatoSci:

p(Y16)p(6)

r(Y)
Nie robi ono specjalnego wrazenia, prawda? Wyglada jak wzdr ze szkoty podstawowe;j,
a jednak, parafrazujgc Richarda Feynmana, to wszystko, co musisz wiedzie¢ o statystyce

bayesowskiej. Ustalenie, skad sie bierze twierdzenie Bayesa, pomoze nam zrozumie¢ jego
znaczenie. Zgodnie z regulg iloczynu mamy:

p(8,Y) = p(8]Y)p(Y)

p(6lY) =
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Normal(mu=0.0,sigma=1.0) BetaScaled(alpha=1.1,beta=1.1,lower=-4.0,upper=4.0)
u=0, o=1, y=0, k=0 u=0, 0=2.24, y=0, k=-1.15
SkewNormal(mu=0.0,sigma=1.0,alpha=3.0) StudentT(nu=3.0,mu=0.0,sigma=1.0)
u=0.757, 0=0.653, y=0.667, k=0.51 u=0, 6=1.73, y=nan, k=inf
-6 =4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6

Rysunek 1.9. Cztery rozkiady z ich pierwszymi czterema momentami

Mozna to réwniez zapisa¢ w nastepujgcej postaci:
p(6,Y) =p(Y|6)p(6)

Poniewaz wyrazenia po lewej stronie sg rowne w obu réwnaniach, mozna je potaczy¢
i zapisa¢ nastepujgco:

p@V)p(Y) =p(Y|6)p(6)
Po zmianie kolejnosci uzyskuje sie twierdzenie Bayesa:

p(Y|0)p(6)
p(¥)

Dlaczego twierdzenie Bayesa jest tak wazne? Dowiedzmy sie.

p(6lY) =

Przede wszystkim okresla sie w nim, ze p(€| Y) niekoniecznie jest tym samym co p(Y | ).
To bardzo wazny fakt, ktory tatwo przeoczy¢ w codziennych sytuacjach nawet osobom
przeszkolonym z zakresu statystyki i prawdopodobienstwa. Uzyjmy prostego przyktadu,
zeby wyjasni¢, dlaczego te wielko$ci niekoniecznie sa takie same. Prawdopodobienistwo
tego, Ze dana osoba jest papiezem, jesli wiadomo, Ze jest Argentynczykiem, nie jest tym
samym co prawdopodobienstwo bycia Argentynczykiem, gdy wiadomo, ze dana osoba
jest papiezem. Poniewaz na Swiecie zyje okoto 47 000 000 Argentynczykdow, a tylko
jeden z nich byt papiezem, mamy p(Papiez | Argentynczyk) = 1/a7000000 i jednoczesnie tez
p(Argentynczyk | Papiez) = 1.

Jesli zastgpi sie parametr #stowem ,hipoteza”, a litere Y stowem , dane”, twierdzenie
Bayesa informuje, jak obliczy¢ prawdopodobienstwo hipotezy 8dla danych Y. Wtasnie
w ten spos6b w wielu miejscach bedzie wyjasnione twierdzenie Bayesa. Jak jednak
przeksztatci¢ hipoteze w co$, co mozna umiesci¢ w twierdzeniu Bayesa? Realizuje sie
to za pomoca rozktadéw prawdopodobienistwa. A zatem, og6lnie rzecz biorac, nasza hi-
poteza jest hipoteza w bardzo, ale to bardzo waskim sensie. Bedziemy bardziej precyzyjni,
jesli bedziemy méwi¢ o znajdowaniu odpowiedniej wartosci dla parametréw w naszych

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/anbap3
https://helion.pl/rt/anbap3

38 Analiza bayesowska w Pythonie

modelach, czyli parametréw rozktadéw prawdopodobienstwa. Nawiasem moéwiac, nie
probuj wigzaé parametru 6z takimi stwierdzeniami jak ,jednorozce istnieja”, chyba
Ze jeste$ gotow zbudowac realistyczny model probabilistyczny istnienia jednorozcow!

Twierdzenie Bayesa stanowi fundament statystyki bayesowskiej. Jak sie okaze w roz-
dziale 2., uzywanie takich narzedzi jak PyMC zwalnia nas z koniecznosci jawnego zapi-
sywania twierdzenia Bayesa za kazdym razem, gdy buduje sie model bayesowski. Nie-
mniej jednak wazne jest, zeby zna¢ nazwy jego czesci, poniewaz bedziemy sie do nich stale
odwotywaé, a ponadto istotne jest rozumienie, co kazda cze$¢ oznacza, gdyz pomoze
to w konceptualizacji modeli. Pozwole sobie zatem zmodyfikowac¢ tutaj twierdzenie
Bayesa z uzyciem etykiet: funkda  rozkiad
wiarygodno$ci a priori

rozktad a posteriori ——

—— _ p(Y]6) p(6)

Pl = ==
—

wiarygodno$é
brzegowa

Rozklad a priori powinien odzwierciedlac to, co wiadomo o warto$ci parametru &przed
ujrzeniem danych Y. Jesli jak Jon Snow nic nie wiemy, mogliby$my uzy¢ ptaskich rozkta-
déw a priori, ktére nie zawierajg zbyt wielu informacji. Ogélnie rzecz biorac, jak sie dowiesz
z tej ksiazki, jest lepsze rozwigzanie niz ptaskie rozktady a priori. Uzywanie tych rozktadéw
jest powodem, dla ktérego niektorzy ludzie nadal méwia o statystyce bayesowskiej jako
subiektywnej nawet wtedy, gdy rozktady a priori to po prostu kolejne zatozenie, jakie
przyjmuje sie podczas modelowania. W zwigzku z tym s3 one réwnie subiektywne (lub
obiektywne) jak kazde inne zatozenie (na przyktad dotyczace funkcji wiarygodnosci).

Funkcja wiarygodnosci okresla sposéb, w jaki wprowadza sie dane do prowadzonej
analizy. Jest to wyrazenie prawdopodobienistwa danych przy danych parametrach.
W niektorych opracowaniach spotkasz sie z ,,okresleniem model prébkowania”, ,,model
statystyczny” lub po prostu ,,model”. Pozostaniemy jednak przy terminie ,funkcja wiary-
godnosci” oraz bedziemy modelowac¢ kombinacje rozktadéw a priori i tej funkgji.

Rozklad a posteriori to wynik analizy bayesowskiej odzwierciedlajacy wszystko, co wia-
domo o problemie (w przypadku posiadanych danych i modelu). Rozktad a posteriori
to rozktad prawdopodobienstwa dla parametréw w uzywanym modelu, a nie pojedyn-
cza warto$¢. Rozktad ten stanowi rownowage miedzy rozktadem a priori a funkcja wia-
rygodnosci. Oto dobrze znany zart: znawca bayesizmu to ktos, kto troche oczekujac konia
i dostrzegajac osta, mocno wierzy w to, ze zobaczyt muta. Doskonatym sposobem na zepsu-
cie dobrego nastroju po ustyszeniu tego zartu jest wyjasnienie, Ze jesli funkcja wiary-
godnosci i rozktady a priori sa mgliste, otrzymasz rozktad a posteriori odzwierciedlajacy
tego rodzaju przekonania dotyczace ujrzenia muta, a nie solidne. W kazdym razie podoba
mi sie ten zart, a takze to, jak oddaje on idee rozktadu a posteriori jako pewnego kompro-
misu miedzy rozktadem a priori a funkcja wiarygodnosci. Na poziomie pojeciowym roz-
ktad a posteriori mozna traktowac jak zaktualizowany rozktad a priori w $wietle (nowych)
danych. W teorii rozktad a posteriori z jednej analizy moze zosta¢ uzyty jako rozktad
a priori na potrzeby nowej analizy (w praktyce moze sie to okaza¢ trudniejsze). Czyni to
analize bayesowska szczegolnie odpowiednia do analizowania danych, ktére staja sie do-
stepne w sposéb sekwencyjny. Jednym z przyktadéw moze by¢ system wczesnego ostrze-
gania przed kleskami zywiotowymi, ktory przetwarza dane trybu online pochodzace
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ze stacji meteorologicznych i satelitow. Aby uzyska¢ wiecej szczegétéw, poczytaj o meto-
dach uczenia maszynowego trybu online.

Ostatni sktadnik to wiarygodnos$¢ brzegowa, ktora czasami jest okre$lana mianem
dowodu. Formalnie wiarygodnos¢ ta to prawdopodobienstwo obserwowania danych
usrednione po wszystkich mozliwych wartoSciach, jakie mogg przyjaé parametry (zgod-
nie z rozktadem a priori). Mozna to zapisa¢ w nastepujacej postaci: fe p(Y | #)p(6)d €. Tak
naprawde nie bedziemy sie przejmowac wiarygodno$cig brzegowa az do rozdziatu 5. Na
razie jednak mozna ja postrzegac jako czynnik normalizujacy, ktéry zapewnia, Ze rozklad
a posteriori jest wlasciwa funkcjg masy prawdopodobienstwa lub funkcjg gestosci praw-
dopodobienstwa. Jesli zignoruje sie wiarygodnos¢ brzegowa, twierdzenie Bayesa mozna
zapisac jako proporcjonalnosé¢, co tez jest powszechnym sposobem wyrazania go:

p@IY) ap(Y|6)p(6)

Zrozumienie doktadnej roli kazdego sktadnika w twierdzeniu Bayesa wymaga troche
czasu i praktyki, a ponadto bedzie wigzato sie z konieczno$cig uzycia kilku przyktadow,
ale temu stuzy reszta ksigzki.

Interpretacja prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwa mozna interpretowac¢ na rézne uzyteczne sposoby. Na przyktad
mozna mysle¢, ze P(A) = 0,125 oznacza, iz gdyby powtarzano badanie wiele razy, spodzie-
wano by sie, ze wszystkie trzy osoby odpowiedza ,tak” w okoto 12,5% przypadkéw.
Prawdopodobienistwa interpretuje sie jako wynik dtugotrwatych eksperymentow. Jest
to bardzo powszechna i uzyteczna interpretacja. Nie tylko pomaga ona nam mysle¢ o praw-
dopodobienstwach, ale moze tez dostarczy¢ empiryczna metode szacowania prawdopo-
dobienstw. Czy chcemy pozna¢ prawdopodobienstwo eksplozji opony samochodowe;j
napompowanej powietrzem powyzej zalecen producenta? Wystarczy napompowac okoto
120 opon i mozna uzyskac¢ dobre przyblizenie. Okresla sie to zwykle mianem interpre-
tacji czestoSciowe;.

Inna interpretacja prawdopodobienstwa, ktéra zazwyczaj jest nazywana interpretacja
subiektywng lub bayesowska, gtosi, ze prawdopodobienstwa mozna interpretowac jako
miary niepewnosci jednostki wobec zdarzen. W przypadku tej interpretacji prawdopo-
dobienstwa dotycza naszego stanu wiedzy o $wiecie i niekoniecznie opierajg sie na powta-
rzanych prébach. W ramach tej definicji prawdopodobienstwa zasadne i naturalne jest
pytanie o prawdopodobienistwo zycia na Marsie, prawdopodobienistwo tego, ze masa elek-
tronu wynosi 9,1 - 10-31 kg, czy prawdopodobienstwo, ze 9 lipca 1816 roku byt stoneczny
dzien w Buenos Aires. S3 to zdarzenia jednorazowe. Nie mozna odtworzy¢ miliona wszech-
Swiatow, kazdy z jednym Marsem, i sprawdzi¢, w ilu z nich rozwinie sie zycie. Oczywiscie
mozna to zrealizowac jako eksperyment myslowy. Dzieki temu dtugookresowe czestosci
nadal mogg stanowi¢ poprawng konstrukcje pojeciowa.

Czasami interpretacje bayesowska prawdopodobienstw opisuje sie w kategoriach osobi-
stych przekonan. Nie podoba mi sie to. MySle, Ze moze to prowadzi¢ do niepotrzebnego
zamieszania, poniewaz przekonania sa przewaznie kojarzone z pojeciem wiary lub nie-
uzasadnionych twierdzen. Takie skojarzenie moze tatwo prowadzi¢ ludzi do myslenia, ze

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/anbap3
https://helion.pl/rt/anbap3

40 Analiza bayesowska w Pythonie

prawdopodobienstwa bayesowskie, a przez to statystyka bayesowska, s3 mniej obiek-
tywne lub mniej naukowe niz alternatywy. Uwazam tez, Ze sprzyja to tworzeniu zamie-
szania wokdt roli wcze$niejszej wiedzy w statystyce i sprawia, iz ludzie myslg, ze bycie
obiektywnym lub racjonalnym oznacza nieuzywanie wcze$niejszych informacji.

Metody bayesowskie sg tak samo subiektywne (lub obiektywne) jak kazda inna dostepna
i dobrze ugruntowana metoda naukowa. Pozwole sobie wyjasni¢ to na przyktadzie: zycie
na Marsie istnieje albo nie. Wynik jest binarny, czyli pytanie ma odpowiedz ,tak” lub ,nie”.
Skoro jednak nie jesteSmy pewni tego faktu, rozsadnym dziataniem jest préba ustalenia,
jak prawdopodobne jest zycie na Marsie. Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, kazda uczciwa
i naukowo nastawiona osoba wykorzysta wszystkie istotne dane geofizyczne o Marsie,
cala istotng wiedze biochemiczng o warunkach niezbednych do zycia itd. Odpowiedz
bedzie z konieczno$ci dotyczy¢ naszego epistemicznego stanu wiedzy, a inni mogg sie nie
zgadzac, a nawet uzyskac rézne prawdopodobienstwa. Przynajmniej jednak wszyscy beda
mogli w zasadzie przedstawi¢ argumenty popierajace zastosowane przez siebie dane,
metody, decyzje modelowe itd. Naukowa i racjonalna debata o Zyciu na Marsie nie dopusz-
cza takich argumentow jak ,aniot powiedziat mi o malutkich, zielonych stworzeniach”.
Statystyka bayesowska jest jednak tylko procedura formutowania naukowych stwierdzen
przy uzyciu prawdopodobienistw bedacych elementami konstrukcyjnymi.

Prawdopodobienstwo, niepewnosc i logika

Prawdopodobienstwa pomagajg okresli¢ niepewnos¢ w sposéb ilosciowy. Jesli nie sg
dostepne informacje o problemie, rozsadne jest stwierdzenie, ze kazde mozliwe zdarze-
nie jest jednakowo prawdopodobne. Jest to rownoznaczne z przypisaniem tego samego
prawdopodobienstwa kazdemu mozliwemu zdarzeniu. Przy braku informacji nasza nie-
pewnos¢ jest maksymalna — i nie uzywam tego okreslenia w znaczeniu potocznym. Jest
to co$, co mozna obliczy¢ za pomocg prawdopodobienstw. Jezeli wiadomo natomiast, ze
niektére zdarzenia sg bardziej prawdopodobne, mozna to formalnie przedstawi¢ przez
przypisanie wyzszego prawdopodobienstwa tym zdarzeniom, a nizszego pozostatym.
Zauwaz, ze kiedy w jezyku statystyki jest mowa o zdarzeniach, nie ograniczamy sie do
rzeczy, ktore moga sie zdarzyg¢, takich jak uderzenie asteroidy w Ziemie lub 60. urodziny
mojej cioci. Zdarzenie to po prostu dowolna z mozliwych warto$ci (lub podzbiér war-
tosci), jakie moze przyja¢ zmienna (na przyktad zdarzenie polegajace na tym, Ze masz
wiecej niz 30 lat, cena tortu Sachera czy liczba roweréw, jakie zostang sprzedane w przy-
sztym roku na catym swiecie).

Pojecie prawdopodobienstwa jest rGwniez zwigzane z zagadnieniem logiki. W logice kla-
sycznej mozna miec tylko stwierdzenia, ktére przyjmuja wartosci ,prawda” lub ,fatsz”.
Zgodnie z bayesowska definicjg prawdopodobienstwa pewnos¢ jest tylko szczegélnym
przypadkiem: prawdziwe stwierdzenie ma prawdopodobienistwo réwne 1, a prawdopo-
dobienstwo fatszywego stwierdzenia wynosi 0. Przypisaliby$my prawdopodobienistwo
réwne 1 stwierdzeniu, Ze na Marsie istnieje Zycie, dopiero po uzyskaniu rozstrzygajacych
danych wskazujacych, Ze co$ rosnie, rozmnaza sie i przejawia inne aktywno$ci, ktére koja-
rzy sie z organizmami zywymi.
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Zauwaz jednak, Ze przypisanie prawdopodobienstwa réwnego 0 jest trudniejsze, ponie-
waz zawsze mozna pomyslec, ze istnieje jakie$ niezbadane miejsce na Marsie, Ze popet-
niono btedy w niektorych eksperymentach albo Ze istnieje kilka innych powodoéw, ktore
moglyby prowadzi¢ nas do fatszywego przekonania, iz Zycie nie istnieje na Marsie, nawet
wtedy, gdy tak nie jest. Wiaze sie to z regutg Cromwella, zgodnie z ktérg prawdopodo-
biefistwa 0 lub 1 powinno sie zarezerwowac dla logicznie prawdziwych lub fatszywych
stwierdzen. Co jest do$¢ ciekawe, mozna wykaza¢, ze jesli chcemy rozszerzy¢ logike o nie-
pewnos¢, trzeba uzywac prawdopodobienstw i teorii prawdopodobienstwa.

Jak sie wkrotce okaze, twierdzenie Bayesa to po prostu logiczna konsekwencja regut praw-
dopodobienstwa. Mozna zatem myslec o statystyce bayesowskiej jako o rozszerzeniu logiki,
ktére jest przydatne zawsze wtedy, gdy ma sie do czynienia z niepewnoscia. Jednym ze
sposobow uzasadnienia stosowania metody bayesowsKiej jest uznanie, ze niepewno$¢
jest powszechna. Zasadniczo trzeba radzi¢ sobie z niepelnymi lub ,zaszumionymi” danymi.
Ponadto jeste$Smy z natury ograniczeni przez uksztattowany droga ewolucji mézg naczel-
nych itd.

Etos bayesowski

Prawdopodobienstwa stuzg do mierzenia niepewnosci, jakg mamy w odniesieniu do
parametréw, a twierdzenie Bayesa jest mechanizmem prawidfowego aktualizowania
tych prawdopodobienstw w swietle nowych danych, co miejmy nadzieje zmniejsza
naszg niepewnosc.

Wnioskowanie dotyczace
jednego parametru

Gdy juz wiadomo, czym jest statystyka bayesowska, zobaczmy na prostym przyktadzie, jak
ja stosowacé. Zaczniemy od wnioskowania dotyczacego jednego, nieznanego parametru.

Problem rzutu moneta

Problem rzutu monet3 (czyli model beta-dwumianowy, jesli chcesz zabtysnac na przyje-
ciach) to klasyczny problem w statystyce, ktdry wyglada nastepujaco: rzucamy moneta
kilka razy i zapisujemy, ile razy wypadt orzet, a ile razy reszka. Na podstawie tych danych
staramy sie odpowiedzie¢ na pytania typu: czy moneta nie budzi watpliwosci? Ewentu-
alnie bardziej ogoélnie: jak bardzo moneta jest obcigzona? Cho¢ ten problem moze wyda-
wac sie mato ciekawy, nie powinno sie go lekcewazyc¢.

Problem rzucania monetg to doskonaty przyktad do nauki podstaw statystyki bayesow-
skiej, poniewaz jest to prosty model, ktéry mozna tatwo rozwigzac i obliczy¢. Poza tym
wiele rzeczywistych problemoéw sktada sie z binarnych i wzajemnie wykluczajgcych sie
wynikdéw, takich jak 0 lub 1, pozytywny lub negatywny, parzyste lub nieparzyste, spam
lub niespam, hotdog lub niehotdog, kot lub pies, bezpieczne lub niebezpieczne oraz zdrowe

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/anbap3
https://helion.pl/rt/anbap3

42 Analiza bayesowska w Pythonie

lub niezdrowe. A zatem nawet wtedy, gdy jest mowa o monetach, model ten ma zasto-
sowanie do kazdego z tych probleméw. Aby oszacowac obcigzenie monety i ogélnie odpo-
wiedziec¢ na jakiekolwiek pytania w kontekscie bayesowskim, niezbedne beda dane i mo-
del probabilistyczny. W tym przyktadzie zatozymy, ze juz rzucono monetg kilka razy
iistnieje zapis liczby zaobserwowanych orzetkéw, dlatego etap zbierania danych jest juz
za nami. Stworzenie modelu bedzie wymagato nieco wiecej wysitku. Poniewaz jest to nasz
pierwszy model, wprost zapiszemy twierdzenie Bayesa i wykonamy wszystkie niezbedne
obliczenia matematyczne (nie obawiaj sie, obiecuje, Ze bedzie to bezbolesne), a nastepnie
bedziemy postepowaé bardzo powoli. Poczawszy od rozdziatu 2., bedziemy uzywacé biblio-
teki PyMC i komputera do automatycznego wykonywania obliczen.

Pierwsza rzecza do zrobienia jest uogdlnienie pojecia obcigzenia. Stwierdzimy, ze moneta
z obcigzeniem 1 zawsze wypadnie orzetkiem, moneta z obcigzeniem 0 kazdorazowo wy-
padnie reszka, a moneta z obcigZeniem 0,5 bedzie wypadac orzetkiem przez potowe przy-
padkéw, a reszka przez druga potowe. Do reprezentowania obcigzenia zostanie uzyty
parametr 6, a do reprezentacji catkowitej liczby orzetkéw w kilku rzutach postuzy zmienna
Y. Zgodnie z twierdzeniem Bayesa trzeba okresli¢ rozktad a priori p(6) i funkcje wiary-
godnosci p(Y | 8), ktérych bedziemy uzywacé. Zacznijmy od funkcji wiarygodno$ci.

Wyhbor funkcji wiarygodnosci

Zatézmy, ze mozliwe sa tylko dwa wyniki, czyli orzetek lub reszka, a ponadto przyjmijmy,
iz jeden rzut moneta nie wptywa na inne rzuty. Zaktadamy zatem, Ze rzuty moneta sa od
siebie niezalezne. Dodatkowo przyjmiemy, ze wszystkie rzuty monetg pochodza z tego
samego rozktadu. Dzieki temu zmienna losowa rzutu monetg jest przyktadem zmiennej
niezaleznej i identycznie rozlozonej. Mam nadzieje, ze zgodzisz sie, iz sg to bardzo
rozsadne zatoZenia z punktu widzenia naszego problemu. Przy tych zatoZeniach dobrym
kandydatem na funkcje wiarygodnosci jest rozktad dwumianowy:

|

P(Y]0) = = 0¥(1 - B)V
yI(N—y)!
%—J

stata normalizujgca

Jest to rozktad dyskretny, ktory zwraca prawdopodobienstwo uzyskania y orzetkéw (lub
ogOlnie sukces6w) w przypadku N rzutéw moneta (albo ogdélnie préob lub eksperymentow)
przy ustalonej wartosci 6.

Rysunek 1.10 przedstawia dziewie¢ rozktadéw z rodziny dwumianowej. Kazdy wykres
ma wtasng legende wskazujgcg wartosci parametrow. Zauwaz, ze w przypadku tych wy-
kreséw nie pomingtem warto$ci na osi y. Postapitem tak, aby$ moégt sam sprawdzi¢, ze
jesli zsumuje sie wysoko$¢ wszystkich stupkéw, otrzyma sie warto$¢ 1. Oznacza to,
Ze w odniesieniu do rozktadéw dyskretnych wysokos¢ stupkéw reprezentuje rzeczy-
wiste prawdopodobienstwa.

Rozktad dwumianowy to rozsadny wybor w przypadku funkcji wiarygodnosci. Widac,
ze parametr 6 wskazuje prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki podczas rzutu monetaq.
Latwiej to zauwazy¢, gdy N = 1, ale jest to prawdziwe dla dowolnej wartosci N. Wystarczy
poréwnac dla y = 1 (reszka) warto$¢ parametru 6 z wysoko$cia stupka.
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Rysunek 1.10. Dziewiec¢ rozktadow z rodziny dwumianowej

Wyhbor rozktadu a priori

Jako rozktad a priori zostanie uzyty rozktad beta, ktdry jest bardzo popularny w staty-

styce bayesowskiej i ma nastepujaca postac:

_ T(a+B)
I'(a) +T(B)
‘_l_,

stata normalizujaca

r(®) 0° 1 (1 - 6)F!

Jesli przyjrzysz sie uwaznie, dostrzezesz, ze rozktad beta wyglada podobnie do rozktadu
dwumianowego, z wyjatkiem pierwszego sktadnika. I to duza litera grecka gamma repre-
zentujaca funkcje gamma, ale tak naprawde nie jest to istotne. Wazne jest dla nas to, ze
pierwszy sktadnik to stata normalizacyjna, ktéra zapewnia, iz catka z rozktadu réwna
sie 1. Na podstawie powyZzszego wzoru mozna stwierdzi¢, Ze rozktad beta ma dwa para-
metry: i B Narysunku 1.11 przedstawitem dziewie¢ przyktadéw z rodziny rozkta-
déw beta.

Podoba mi sie rozktad beta i wszystkie ksztatty, ktdre mozna z niego uzyskac, ale dlaczego
uzywamy go w naszym modelu? Istnieje wiele powodo6w, dla ktérych warto stosowac roz-
ktad beta w tym i innych problemach.

Jednym z nich jest to, Ze rozktad beta jest ograniczony do przedziatu od 0 do 1, tak samo
jak parametr 6. Ogdlnie rzecz biorac, rozktadu beta uzywa sie, gdy zamierza sie modelo-
wac proporcje zmiennej dwumianowej. Kolejnym powodem jest jego wszechstronnosc¢.
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Rysunek 1.11. Dziewie¢ przyktadow z rodziny rozktadow beta

Jak widaé na rysunku 1.11, rozktad przyjmuje rézne ksztatty (wszystkie ograniczone sa
do przedziatu [0, 1]), w tym rozktad jednostajny, rozktady podobne do normalnego oraz
rozktady w ksztatcie litery U.

Trzecim powodem jest to, Ze rozktad beta jest sprzezonym rozktadem a priori rozktadu
dwumianowego (ktdry zostat uzyty jako funkcja wiarygodnosci). Sprzezony rozktad
a priori dla funkcji wiarygodnosci to rozktad a priori, ktéry w potaczeniu z dang funkcja
wiarygodno$cia zwraca rozktad a posteriori o tej samej postaci funkcyjnej co rozktad
a priori. Méwiac prosciej, za kazdym razem gdy uzywa sie rozktadu beta jako rozktadu
a priori i rozktadu dwumianowego jako funkcji wiarygodnosci, otrzymuje sie rozktad beta
jako rozktad a posteriori. Istniejg inne pary sprzezonych rozktadéw a priori. Na przyktad
rozktad normalny jest sprzezonym rozktadem a priori samego siebie. Przez wiele lat ana-
liza bayesowska byta ograniczona do stosowania sprzezonych rozktadéw a priori. Sprze-
Zenie zapewnia matematyczng tatwos¢ obliczen rozktadu a posteriori, co jest wazne, bio-
rac pod uwage, ze powszechnym problemem w statystyce bayesowskiej jest otrzymanie
rozktadu a posteriori, ktérego nie mozna rozwigza¢ analitycznie. Stanowito to powazna
przeszkode przed opracowaniem odpowiednich metod obliczeniowych do rozwigzywa-
nia probleméw probabilistycznych. Poczawszy od rozdziatu 2., zaczniesz sie uczy¢ uzy-
wac nowoczesnych metod obliczeniowych do rozwigzywania problemdéw bayesowskich,
niezaleznie od tego, czy wybierze sie sprzezony rozktad a priori, czy nie.
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Rozdziat 1 m Myslenie probabilistyczne

Wyznaczanie rozktadu a posteriori

Przypomnijmy sobie, Ze zgodnie z twierdzeniem Bayesa rozktad a posteriori jest propor-
cjonalny do funkcji wiarygodnosci pomnozonej przez rozktad a priori. W ramach rozpa-
trywanego problemu trzeba zatem pomnozy¢ rozktady dwumianowy i beta:

funkcja wiarygodnosci
A

r
[

rozktad a priori
L

_, T@+p)
I M e F e Gy

Wyrazenie to mozna uprosci¢, usuwajac wszystkie sktadniki, ktére nie sa zalezne od
parametru 6. Dzieki temu wyniki pozostang poprawne. W zwigzku z tym mozna uzy¢
nastepujacego zapisu:

p®1Y) = 0° 1 (1 - 6)F!

funkcja wiarygodnosci
1

p(0Y) x 67 (1 — O)N-Y ga-1(1 — §)F-1

rozktad a priori
|

Jesli zmienimy kolejno$¢ sktadnikow i zauwazymy, Ze ma to postaé rozktadu beta, otrzy-
mamy:
p(B|Y) = Beta(apriori +y, .BpriorHN—y)

Na podstawie tego wyrazenia analitycznego mozna obliczy¢ rozktad a posteriori. Rysu-
nek 1.12 przedstawia wyniki dla trzech rozktadéw a priori i réznej liczby préb. Blok kodu
z listingu 1.6 prezentuje podstawowy sposéb generowania zawartos$ci rysunku 1.12
(z pominieciem kodu niezbednego do tworzenia wykreséw).

0 trials
0 heads
—4 b
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
:]

1 trials 2 trials 3 trials
1 heads 1 heads 1 heads
4 trials 8 trials 16 trials
1 heads 4 heads 6 heads
32 trials 50 trials 150 trials
9 heads 13 heads 48 heads

Rysunek 1.12. Pierwszy wykres przedstawia trzy rozktady a priori. Pozostate wykresy
prezentuja kolejne aktualizacje w miare otrzymywania nowych danych
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Listing 1.6
1 n_trials = [0, 1, 2, 3, 4, 8, 16, 32, 50, 150]
2 n_heads = [o, 1, 1, 1, 1, 4, 6, 9, 13, 48]
3 beta_params = [(1, 1), (20, 20), (1, 4)]

x = np.linspace(0, 1, 2000)
for idx, N in enumerate(n_trials):
y = n_heads[idx]
for (o_prior, B_prior) in beta params:
posterior = pz.Beta(o_prior + y, B prior + N - y).pdf(x)

O 00 N OOl

Na pierwszym wykresie na rysunku 1.12 wystepuje zero prob, dlatego trzy krzywe repre-
zentuja nastepujace rozktady a priori:

B Jednorodny rozktad a priori (czarny): reprezentuje wszystkie mozliwe wartosci
obcigzenia jako rownie prawdopodobne a priori.

B Rozktad a priori podobny do gaussowskiego (ciemnoszary): jest wysrodkowany
i skoncentrowany wokoét wartosci 0,5, dlatego rozktad ten jest zgodny z informacja
wskazujaca, ze w przypadku monety s3 mniej wiecej takie same szanse
na wypadniecie orzetka lub reszki. Mozna réwniez stwierdzi¢, ze ten rozktad
a priori jest zgodny z wiedzg o tym, iZ monety nie budza watpliwosci.

B Sko$ny rozktad a priori (jasnoszary): przypisuje wiekszo$¢ wagi wynikom
faworyzujacym skrajne wartosci.

Pozostate wykresy przedstawiajg rozktady a posteriori dla kolejnych préb. Liczba préb
(lub rzutéw moneta) oraz liczba orzetkéw sg widoczne w legendzie kazdego wykresu. Na
wykresach znajduje sie rowniez czarna kropka przy wartosci 0,35, reprezentujgca praw-
dziwag warto$¢ parametru 6. Oczywiscie przy zajmowaniu sie rzeczywistymi problemami
nie jest znana ta wartos$¢. Jest ona tutaj uzyta tylko w celach dydaktycznych. Zawarto$¢
rysunku 1.12 moze nas wiele nauczy¢ o analizie bayesowskiej, dlatego siegnij po kawe,
herbate lub swéj ulubiony napéj i poswie¢ chwile na jej zrozumienie:

B Wynikiem analizy bayesowskiej jest rozktad a posteriori. Nie jest to pojedyncza
warto$¢, lecz rozktad prawdopodobnych warto$ci w przypadku konkretnych
danych i uzywanego modelu.

B Najbardziej prawdopodobng warto$¢ zapewnia dominanta rozktadu a posteriori
(szczyt rozktadu).

B Rozrzut rozktadu a posteriori jest proporcjonalny do niepewnosci dotyczacej
wartos$ci parametru. Im wiekszy rozrzut rozktadu, tym mniej jesteSmy pewni.

B Intuicyjnie jesteSmy bardziej pewni wyniku, gdy zaobserwowano wiecej danych
potwierdzajgcych go. A zatem nawet wtedy, kiedy pod wzgledem liczbowym
1/2=4/8 =0,5, wypadniecie czterech orzetké6w w o$§miu prébach daje nam
wieksza pewnosc¢ tego, ze systematyczne odchylenie wynosi 0,5, niz
zaobserwowanie jednego orzetka w dwdch prdébach. Taka intuicja znajduje
odzwierciedlenie w rozktadzie a posteriori. Mozesz to sprawdzi¢ samodzielnie,
zwracajac uwage na (czarny) rozktad a posteriori na trzecim i sz6stym wykresie.
Cho¢ dominanta jest taka sama, rozrzut (niepewnosc) jest wiekszy w przypadku
trzeciego niz szdstego wykresu.
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B Przy wystarczajaco duzej ilo$ci danych dwa lub wiecej modeli bayesowskich
z r6znymi rozktadami a priori bedzie dazy¢ do tego samego wyniku. W granicy
nieskonczonej ilosci danych, bez wzgledu na to, jakiego uzyje sie rozktadu
a priori, wszystkie zapewnig ten sam rozktad a posteriori.

B Pamietaj, Ze nieskoniczonos$¢ to granica, a nie liczba, dlatego z praktycznego
punktu widzenia mozna uzyska¢ praktycznie réwnowazne rozktady a posteriori
dla skonczonej i stosunkowo matej liczby punktéw danych.

B To, jak szybko rozktady a posteriori stajg sie zbiezne z tym samym rozktadem,
zalezy od danych i modelu. Mozna dostrzec, ze rozktady a posteriori wywodzace
sie z czarnego rozktadu a priori (jednorodnego) i jasnoszarego rozktadu a priori
(faworyzujacego reszke) zbiegaja sie szybciej do niemal identycznego rozktadu,
natomiast ciemnoszary rozklad a posteriori (wywodzacy sie ze skoncentrowanego
rozktadu a priori) potrzebuje wiecej czasu. Nawet po 150 prdbach do$¢ tatwo
mozna rozpoznac ciemnoszary rozktad a posteriori jako odmienny od dwdéch
pozostatych.

B Na rysunku nie jest oczywiste to, Ze zostanie uzyskany ten sam rezultat
niezaleznie od tego, czy aktualizuje sie rozktad a posteriori sekwencyjnie,
czy robi sie to wszystko naraz. Mozna obliczy¢ rozktad a posteriori 150 razy,
dodajac za kazdym razem jeszcze jedng obserwacje i uzywajac otrzymanego
rozktadu a posteriori jako nowego rozktadu a priori, albo mozna po prostu
obliczy¢ jeden rozktad a posteriori dla wszystkich 150 rzutéw jednocze$nie.
Wynik bedzie doktadnie taki sam. Wtasciwo$¢ ta nie tylko ma catkowity sens,
ale rowniez prowadzi do naturalnego sposobu aktualizowania oszacowan,
gdy otrzymuje sie nowe dane (sytuacja powszechna w wielu problemach
zwigzanych z analizg danych).

Wptyw rozktadu a priori

Z poprzedniego przyktadu jasno wynika, ze rozktady a priori mogg wplywac na wniosko-
wanie. Jest to w porzadku, gdyz rozktady a priori majg tak dziata¢. Moze lepiej bytoby
w ogole nie mie¢ rozktaddw a priori? Utatwitoby to modelowanie, prawda? No niekoniecz-
nie. Je$li nie definiujesz rozktadu a priori, kto$ inny zrobi to za Ciebie. Czasami nie sta-
nowi to zadnego problemu. Domysine rozktady a priori moga by¢ uzyteczne i majg swoje
miejsce, ale czasami lepiej jest mie¢ wieksza kontrole. Pozwdl, Ze to wyjasnie.

Mozna mys$le¢, ze kazdy model (statystyczny), bayesowski czy nie, uwzglednia jakis
rodzaj rozktadu a priori nawet wtedy, gdy nie jest on ustawiony jawnie. Na przyktad wiele
procedur uzywanych zwykle w statystyce czestoSciowej mozna postrzegac jako szcze-
golne przypadki modelu bayesowskiego w okreslonych warunkach, takich jak ptaskie roz-
ktady a priori. Jednym z powszechnych sposob6w szacowania parametréw jest metoda
najwiekszej wiarygodnosci. Unika ona okres$lania rozktadu a priori, a jej dziatanie polega
na znalezieniu pojedynczej warto$ci maksymalizujacej wiarygodno$¢. Warto$¢ ta jest zwy-
kle oznaczana przez dodanie niewielkiego daszka nad nazwa szacowanego parametru
(np. 8). W przeciwienistwie do szacowania a posteriori, ktére jest rozktadem, parametr 8
to oszacowanie punktowe w postaci liczby. W przypadku problemu rzutu monetg mozna
to obliczy¢ analitycznie:
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5_ Y

9=N
Jesli powrdcisz do rysunku 1.12, bedziesz mégt sam sprawdzi¢, Ze dominanta czarnego
rozktadu a posteriori (odpowiadajacego jednorodnemu/ptaskiemu rozktadowi a priori)
zgadza sie z warto$ciami parametru § obliczonymi dla kazdego wykresu. Nie jest to przy-
padek, lecz konsekwencja faktu, Ze ustawienie jednorodnego rozktadu a priori, a nastep-
nie uzycie dominanty rozktadu a posteriori jest rownowazne metodzie najwiekszej wia-
rygodnosci.

Nie mozna unikng¢ rozktadéw a priori, ale jesli uwzgledni sie je w prowadzonej analizie,
mozna uzyska¢ pewne potencjalne korzysci. Najbardziej bezposrednia z nich jest to, ze
otrzymuje sie rozktad a posteriori, ktdry jest rozktadem prawdopodobnych wartosci, a nie
tylko najbardziej prawdopodobnych. Uzyskanie rozktadu moze byé bardziej informacyjne
niz pojedyncze oszacowanie punktowe, poniewaz, jak juz wspomniatem, szeroko$¢ roz-
ktadu jest zwigzana z niepewnoscia, jaka mamy w kwestii oszacowania. Inng korzy$cig
jest to, ze obliczanie rozktadow a posteriori oznacza usrednianie wzgledem rozktadu
a priori. Moze to prowadzi¢ do bardziej solidnych predykcji i modeli, ktére s trudniejsze
do przeuczenia (Wilson i Izmailov, 2022).

Rozktady a priori mogg zapewni¢ inne korzysci. Poczawszy od nastepnego rozdziatu, do
uzyskiwania rozktadéw a posteriori bedziemy uzywac¢ metod numerycznych. Metody te
wydaja sie magiczne, dopdki nie przestaja takie by¢. W ramach nieformalnego twierdze-
nia obliczen statystycznych podaje sie: ,,Gdy masz problemy obliczeniowe, czesto wyste-
puje problem z Twoim modelem” (Gelman, 2008). Czasami madry wybor rozktadu a priori
moze uczyni¢ wnioskowanie tatwiejszym lub szybszym. Wazne jest, zeby zaznaczy¢, ze
nie opowiadamy sie za ustawianiem rozktadéw a priori specjalnie po to, aby uczyni¢ wnio-
skowanie szybszym, ale czesto zdarza sie, Ze myslac o rozktadach a priori, mozna uzyskaé
szybsze modele.

Jedng z zalet rozktad6w a priori, ktéra jest czasami pomijana, jest to, ze konieczno$¢ my-
Slenia o rozktadach a priori moze zmusic¢ nas do gtebszego zastanowienia sie nad proble-
mem, ktéry prébujemy rozwigzac, i dostepnymi danymi. Czasami sam proces modelowa-
nia prowadzi do lepszego zrozumienia, niezaleznie od tego, jak dobrze dopasowuje sie
dane lub tworzy predykcje. Poprzez jawne okreslenie rozktadéw a priori otrzymuje sie
bardziej przejrzyste modele, co oznacza, Ze mozna je tatwiej recenzowac, debugowacé
(w szerokim znaczeniu tego stowa), objasnia¢ innym i, miejmy nadzieje, ulepszac.

Sposob wyboru rozktadéw a priori

Osoby rozpoczynajace korzystanie z analizy bayesowskiej (jak rowniez krytycy tego roz-
wigzania) zazwyczaj odczuwajg pewien niepokoj zwigzany z wyborem rozktadéw a priori.
Obawiaja sie zwyKle, ze rozktad a priori nie pozwoli danym ,moéwi¢” samym za siebie!
To zrozumiate, ale musimy pamieta¢, ze dane ,nie méwia”. W najlepszym razie dane
»Szepcza”. Mozna nadac¢ sens danym jedynie w kontek$cie naszych modeli, w tym modeli
matematycznych i mentalnych. W historii nauki znajdziemy wiele przyktadéw, w ktérych
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te same dane prowadzity ludzi do réznych wnioskéw na temat tych samych zagadnien.
Moze sie to zdarzy¢ nawet wtedy, gdy opieramy swoje opinie na modelach formalnych.

Niektorzy lubig idee uzywania nieinformacyjnych rozktadéw a priori (znanych réwniez
jako ptaskie, niejasne lub rozproszone). Takie rozktady a priori majg najmniejszy mozliwy
wplyw na analize. Cho¢ mozna uzywac ich w niektérych problemach, uzyskanie praw-
dziwie nieinformacyjnych rozktadéw a priori moze by¢ trudne lub po prostu niemozliwe.
Ponadto zazwyczaj mozna postapi¢ lepiej, poniewaz przewaznie dostepne s3 jakie$ wcze-
$niejsze informacje.

W catej ksigzce bedziemy postepowac zgodnie z zaleceniami Gelmana, McElreatha, Krus-
chkego i wielu innych oséb, a ponadto bedziemy preferowac stabo informacyjne rozktady
a priori. W przypadku wielu probleméw czesto wiemy co$ o wartosciach, jakie parametr
moze przyjmowacé. Mozna wiedzie¢, Ze parametr jest ograniczony do wartosci dodatnich,
albo mozna zna¢ przyblizony zakres, jaki moze on przyjmowac, albo mozna sie spodzie-
wad, Ze warto$¢ bedzie bliska zeru lub ponizej/powyzej jakiej$ wartosci. W takich przy-
padkach mozna zastosowac rozktady a priori, aby wprowadzi¢ kiepskie informacje do
modeli bez obawy o zbyt duzy wplyw. Poniewaz te rozktady a priori dziatajg tak, by utrzy-
mac rozktad a posteriori w pewnych rozsadnych granicach, s3 one rdwniez znane jako
regularyzujgce rozktady a priori.

Informacyjne rozktady a priori to bardzo silne rozktady, ktére przekazujg wiele informacji.
Uzywanie ich réwniez stanowi poprawng opcje. W zalezno$ci od problemu znalezienie
dobrej jakosci informacji w zasobach wiedzy domenowe;j i przeksztatcenie ich w rozktady
a priori moze by¢ tatwe albo nie. Zajmowatem sie kiedys zawodowo bioinformatyka struk-
turalng. W tej dziedzinie ludzie uzywali, w sposéb bayesowski i niebayesowski, wszystkich
informacji a priori, jakie mogli uzyska¢, aby bada¢ i przewidywac strukture biatek. Jest
to rozsadne, poniewaz od dziesiecioleci zbieramy dane z tysiecy starannie opracowanych
eksperymentow i dlatego mamy do dyspozycji ogromng ilo§¢ wiarygodnych informac;ji
a priori. Zrezygnowanie z nich bytoby absurdalne! Nie ma nic , obiektywnego” ani ,nau-
kowego” w pozbywaniu sie cennych informacji. Je$li masz wiarygodne informacje a priori,
powiniene$ z nich skorzystaé. Wyobraz sobie inzyniera z branzy motoryzacyjnej, ktory
za kazdym razem, kiedy miatby za zadanie zaprojektowa¢ nowy samochdd, musiatby
zaczynac¢ od zera i na nowo odkrywac silnik spalinowy, koto, a nawet catg koncepcje
pojazdu.

PreliZ to bardzo nowa biblioteka jezyka Python stuzaca do wyznaczania rozktadéw a priori
(Mikkolaiin., 2023; Icazattiiin., 2023).]ej celem jest zapewnienie pomocy w ustalaniu,
reprezentowaniu i wizualizacji posiadanej wiedzy apriorycznej. Mozna na przyktad zaza-
dac od biblioteki PreliZ obliczenia parametréw rozktadu spetniajacego zestaw ograni-
czen. Przyjmijmy, ze ma zosta¢ znaleziony rozktad beta z 90% masy prawdopodobien-
stwa w przedziale od 0,1 do 0,7. W tym przypadku kod bedzie mie¢ nastepujaca postac
(listing 1.7):

Listing 1.7

1 dist = pz.Beta()
2 pz.maxent(dist, 0.1, 0.7, 0.9)

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/anbap3
https://helion.pl/rt/anbap3

50 Analiza bayesowska w Pythonie

Wynikiem jest rozktad beta z parametrami o = 2,5 i = 3,6 (zaokraglone do pierwszego
miejsca po przecinku). Funkcja pz.maxent oblicza rozktad o maksymalnej entropii przy
podanych ograniczeniach, ktdre okreslono. Dlaczego jest to rozktad o maksymalnej entro-
pii? Dlatego, Ze jest to rGwnowazne z obliczeniem najmniej informatywnego rozktadu przy
tych ograniczeniach. Domyslnie biblioteka PreliZ utworzy wykres rozktadu widoczny na
rysunku 1.13.

—— Beta(alpha=2.47 beta=3.61)

L 2 L]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Rysunek 1.13. Rozktad beta o maksymalnej entropii z 90% masy prawdopodobienstwa
w przedziale od 0,1 do 0,7

Jako ze wyznaczanie rozktadu a priori ma wiele aspektéw, biblioteka PreliZ oferuje tez
inne metody ustalania go. Jesli chcesz dowiedzie¢ sie wiecej o tej bibliotece, zajrzyj do
dokumentacji dostepnej na stronie https://preliz.readthedocs.io.

Budowanie modeli to proces iteracyjny. Czasami jedna iteracja trwa kilka minut, a cza-
sami moze potrwac lata. Odtwarzalno$¢ ma kluczowe znaczenie, a przejrzyste zatozenia
w modelu przyczyniaja sie do niej. W przypadku danej analizy mozna swobodnie uzywac
wiecej niz jednego rozktadu a priori (lub funkcji wiarygodnosci), jesli nie jesteSmy pewni
co do zadnej konkretnej opcji wyboru. Badanie wptywu réznych rozktadéw a priori moze
réwniez dostarczy¢ cennych informacji. Cze$¢ procesu modelowania polega na kwestio-
nowaniu zalozen, a rozktady a priori (i funkcje wiarygodnos$ci) sa wtasnie takimi zato-
Zeniami. R6Zne zatozenia prowadza do odmiennych modeli i prawdopodobnie rozmaitych
wynikéw. Korzystajgc z danych i wiedzy eksperckiej zwigzanej z problemem, bedziemy
w stanie poréwnac¢ modele, a jesli to konieczne, wybraé zwyciezce. Rozdziat 5. bedzie
poswiecony tej kwestii. Poniewaz rozktady a priori odgrywaja centralng role w statystyce

bayesowskiej, bedziemy je omawia¢ w miare napotykania nowych probleméw. Jesli zatem
masz watpliwosci i czujesz sie nieco zdezorientowany tym omoéwieniem, zwyczajnie
zachowaj spokéj i sie nie martw. Ludzie sg zdezorientowani od dekad, a dyskusja
wcigz trwa.
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Informowanie o wynikach
analizy bayesowskiej

Tworzenie raportéw i informowanie o wynikach ma kluczowe znaczenie z punktu widze-
nia praktyki statystycznej i danologii. W tym podrozdziale w skrocie omawiam niektére
osobliwosci tego zadania realizowanego podczas pracy z modelami bayesowskimi. W kolej-
nych rozdziatach bedziemy nadal analizowac¢ przyktady tej waznej kwestii.

Notacja modeli i wizualizacja

Jesli chcesz przekaza¢ wyniki analizy, powinienes réwniez poinformowac o zastosowa-
nym modelu. Oto powszechna notacja pozwalajaca zwieZle reprezentowac modele pro-
babilistyczne:

6~ Beta(a, §)

y~Bin(n=1,p=6)

Jest to doktadnie ten model, ktérego uzyto w przyktadzie z rzutem moneta. Jak by¢ moze
pamietasz, symbol ~ oznacza, Ze zmienna po jego lewej stronie jest zmienng losow3 o roz-
ktadzie okreslonym po prawej stronie. W wielu kontekstach symbol ten stuzy do wskaza-
nia, ze zmienna przyjmuje w przyblizeniu pewng warto$¢. Gdy jednak jest mowa o mode-
lach probabilistycznych, symbol ten bedzie odczytywany jako ,jest roztoZone wedtug”.
Mozna zatem stwierdzi¢, ze model §ma rozktad beta z parametrami i 4 a model y ma
rozktad dwumianowy z parametrami n = 1 i p = 6. Ten sam model moZna przedstawié
graficznie za pomocg diagraméw Kruschkego (rysunek 1.14).

Dwumianowy n s 1

—

Y

y

Rysunek 1.14. Diagram Kruschkego modelu beta-dwumianowego
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Na pierwszym poziomie znajduje sie rozktad a priori, ktéry generuje warto$ci dla modelu
6 nastepnie pojawia sie funkcja wiarygodno$ci, a w ostatnim wierszu dane modelu y.
Strzatki wskazujg relacje miedzy zmiennymi, a symbol ~ oznacza stochastyczng nature
zmiennych. Wszystkie diagramy Kruschkego zawarte w tej ksigzce zostaty utworzone
przy uzyciu szablonéw udostepnionych przez Rasmusa Baatha (http://www.sumsar.net/
blog/2013/10/diy-kruschke-style-diagrams/).

Podsumowanie rozktadu a posteriori

Wynikiem analizy bayesowskiej jest rozktad a posteriori, a wszystkie informacje o para-
metrach (dla danego modelu i zbioru danych) sa zawarte w rozktadzie a posteriori.
W zwigzku z tym, podsumowujac rozktad a posteriori, zestawia sie ze sobg logiczne kon-
sekwencje modelu i danych. Powszechna praktyka jest raportowanie dla kazdego para-
metru $redniej (albo dominanty lub mediany), aby mie¢ wyobrazenie o potozeniu rozktadu,
a takze pewnej miary rozproszenia, takiej jak odchylenie standardowe, w celu ustalenia
stopnia niepewno$ci posiadanych oszacowan. Odchylenie standardowe sprawdza sie
dobrze w przypadku rozktadéw podobnych do normalnego, ale moze by¢ mylace w ramach
innych typow rozktadow, takich jak rozklady skosne.

Powszechnie stosowane rozwigzanie do podsumowania rozproszenia rozktadu a poste-
riori polega na wykorzystaniu przedzialu najwyzszej gestosci (ang. Highest-Density
Interval — HDI). HDI to najkrétszy przedziat zawierajacy dang czes$¢ gestosci prawdo-
podobienistwa. Je$li mowi sie, ze 95% przedziat HDI dla pewnej analizy wynosi [2, 5],
oznacza to, iz zgodnie z uzywanymi danymi i modelem badany parametr znajduje sie mie-
dzy wartosciami 2 a 5 z prawdopodobienstwem 0,95. Nie ma nic szczeg6lnego w wybo-
rze warto$ci 95%, 50% czy jakiejkolwiek innej. Jesli jest to wskazane, mozna swobodnie
wybraé 82% przedziat HDI. W idealnej sytuacji uzasadnienia powinny by¢ zalezne od
kontekstu, a nie automatyczne, ale mozna sie zadowoli¢ jaka$ typowa wartoscig, taka jak
95%. W ramach uprzejmego przypomnienia o arbitralno$ci tego wyboru nalezy zazna-
czy¢, ze domyslna warto$¢ w pakiecie ArviZ to 94%.

ArviZ to pakiet jezyka Python stuzacy do eksploracyjnej analizy modeli bayesowskich,
ktory zawiera wiele funkcji pomagajacych podsumowac rozktad a posteriori. Jedna z tych
funkcji, az.plot_posterior, umozliwia wygenerowanie wykresu ze $rednia i przedziatem
HDI modelu 6 (listing 1.8). Rozktad nie musi by¢ rozktadem a posteriori. Sprawdzi sie
kazdy rozktad. Na rysunku 1.15 pokazatem wynik dla losowej préoby z rozktadu beta.

Listing 1.8
1 np.random.seed(1)
2 az.plot_posterior({'6':pz.Beta(4, 12).rvs(1000)})

Podsumowanie

Nasza bayesowska przygode rozpoczelisSmy od bardzo krétkiego omdwienia modelowa-
nia statystycznego, prawdopodobienstwa, prawdopodobienstwa warunkowego, zmien-
nych losowych, rozktadéw prawdopodobienstwa i twierdzenia Bayesa. W dalszej kolejnosci
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94% HDI

0.0 0.44

00 01 02 03 04 0s 0’6
Rysunek 1.15. Jadrowa estymacja gestosci proby z rozktadu beta
z jego Srednia i 94% przedziatem HDI

To nie sg przedzialy ufnosci

Jedli jestes zaznajomiony z paradygmatem czestosciowym, pamietaj, ze przedziat HDI
to nie to samo co przedziaty ufnosci. W podejsciu czestosciowym parametry sg z zatoze-
nia state. Czestosciowy przedziat ufnosci zawiera prawdziwg wartos¢ parametru albo
nie. W podejsciu bayesowskim parametry sa zmiennymi losowymi, dlatego mozna
moéwic o prawdopodobienstwie tego, ze parametr ma okreslone wartosci lub znajduje
sie w pewnym przedziale. Nieintuicyjna natura przedziatéw ufnosci sprawia, ze tatwo
je btednie interpretowad, a ludzie czesto méwig o czestosciowych przedziatach ufnosci
tak, jakby byty to bayesowskie przedziaty wiarygodnosci.

uzyli$my problemu rzutu monetg jako pretekstu do zaprezentowania podstawowych
aspektéw modelowania bayesowskiego i analizy danych. Ten klasyczny przyktad postu-
zyt do przekazania niektérych najwazniejszych idei statystyki bayesowskiej, takich jak
stosowanie rozktadéw prawdopodobienstwa do budowania modeli i reprezentowania
niepewnosci. Objasnitem kwestie uzycia rozktadéw a priori i postawitem je na rowni
z innymi elementami, ktdre sg czescig procesu modelowania, takimi jak funkcja wiary-
godnosci, czy nawet bardziej metapytaniami (na przyktad dlaczego w ogole prébuje sie
rozwigza¢ konkretny problem?).

Rozdziat zakoniczytem omoéwieniem interpretacji wynikéw analizy bayesowskiej i infor-
mowania o nich. Zatozytem, Ze istnieje prawdziwy rozktad, ktéry zasadniczo jest nieznany
(iw zasadzie réwniez niepoznawalny), z ktérego otrzymuje sie skonczong prébe, droga
eksperymentu, badania, obserwacji badz symulacji. Aby dowiedziec¢ sie czego$ o prawdzi-
wym rozktadzie, majac do dyspozycji jedynie obserwowang prdbe, buduje sie model pro-
babilistyczny. Zawiera on dwa podstawowe sktadniki: rozktad a priori i funkcje wiarygod-
nosci. Uzywajgc modelu i préby, przeprowadza sie wnioskowanie bayesowskie i uzyskuje
rozktad a posteriori. Zawiera on w sobie calg informacje o problemie, biorac pod uwage
uzyty model i dane.

Z perspektywy bayesowskiej rozktad a posteriori jest gtownym obiektem zainteresowa-
nia, a wszystko inne jest z niego wyprowadzane, w tym predykcje w postaci rozktadu
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predykcyjnego a posteriori. Poniewaz rozklad a posteriori (i dowolna inna wielko$¢
z niego wyprowadzona) jest konsekwencjg modelu i danych, przydatno$¢ wnioskowan
bayesowskich jest ograniczona przez jakos¢ modeli i danych. Na koniec w skrécie pod-
sumowatem gtéwne aspekty prowadzania bayesowskiej analizy danych. W pozostatej
czesci ksiazki bedziemy powracac do tych idei, aby je przyswoic¢ i wykorzystac jako fun-
dament bardziej zaawansowanych zagadnien.

W nastepnym rozdziale zaprezentuje biblioteke PyMC jezyka Python stuzacg do modelo-
wania bayesowskiego i probabilistycznego uczenia maszynowego. Ponadto uzyjemy wie-
cej funkcji biblioteki ArviZ Pythona do eksploracyjnej analizy modeli bayesowskich, a takze
biblioteki PreliZ tego jezyka do okreslania rozktaddw a priori.

y

Cwiczenia

Nie wiemy, czy mézg dziata w sposéb bayesowski, w przybliZeniu w ten sposéb, czy moze
korzysta z pewnych ewolucyjnie (mniej lub bardziej) zoptymalizowanych heurystyk. Nie-
mniej jednak wiemy, Ze uczymy sie poprzez ekspozycje na dziatanie danych, przyktadéw
i cwiczen. Mozna powiedzie¢, Ze ludzie wcale sie nie ucza, biorac pod uwage naszg historie
jako gatunku w takich kwestiach jak wojny czy systemy ekonomiczne, ktére przedktadaja
zysk nad dobrostan ludzi... W kazdym razie polecam wykonanie nastepujacych ¢wiczen
proponowanych na koncu kazdego rozdziatu:

1. Zatézmy, ze masz stoik z czterema zelkami: dwiema o smaku truskawkowym,
jedng o smaku jagodowym i jedna o smaku cynamonowym. Losowo wyciagasz
jedna zelke ze stoika.

a) Jaka jest przestrzen prdb dla tego eksperymentu?

b) Definiujemy zdarzenie A jako wylosowanie zelki truskawkowej, a zdarzenie B
jako wylosowanie zelki, ktéra nie jest cynamonowa.
Jakie sa prawdopodobienstwa zdarzen A i B?

¢) Czy zdarzenia A i B wykluczaja sie wzajemnie? Dlaczego tak lub dlaczego nie?

2. Wczesniej zdefiniowano funkcje P jezyka Python do obliczania
prawdopodobienstwa zdarzenia przy uzyciu naiwnej definicji
prawdopodobienistwa. Uogo6lnij te funkcje, aby oblicza¢ prawdopodobienistwo
zdarzen, gdy nie wszystkie sg jednakowo prawdopodobne. Uzyj tej nowej funkcji
do obliczenia prawdopodobienstwa zdarzen A i B z poprzedniego ¢wiczenia.
Wskazowka: mozesz przekazac¢ trzeci argument z prawdopodobienstwem
kazdego zdarzenia.

3. Uzyj biblioteki PreliZ do zbadania réznych parametréw rozkladow
beta-dwumianowego i Gaussa. Zastosuj metody plot_pdf, plot_cdf
iplot_interactive.

4. Omoéwitem funkcje masy i gestosci prawdopodobienstwa oraz dystrybuante.
Istnieja jednak inne sposoby reprezentacji funkgcji, takie jak funkcja punktu
percentylowego. Uzywajac metody plot_ppf biblioteki PreliZ, utwérz wykres
funkcji punktu percentylowego dla rozktadéw beta-dwumianowego i Gaussa.
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Czy potrafisz wyjasni¢, jak ta funkcja jest powigzana z dystrybuantg oraz
funkcjami masy i gestoSci prawdopodobienstwa?

5. Ktore z ponizszych wyrazen odpowiada prawdopodobienistwu pogodnego dnia
pod warunkiem, ze jest 9 lipca 1816 roku?

a) p(pogodnie).
b) p(pogodnie|lipiec).
¢) p(pogodnie|9 lipca 1816).

d) p(9 lipca 1816|pogodnie).
) p(pogodnie|9 lipca 1816)
€ p(9 lipca 1816)

6. Pokazatem, ze prawdopodobienstwo wylosowania przypadkowej osoby,
ktéra okaze sie papiezem, nie jest takie samo jak prawdopodobienstwo tego,
Ze papiez jest cztowiekiem. W serialu animowanym Futurama papiez (kosmiczny)
jest gadem. Jak to zmienia poprzednie obliczenia?

7. Wzorujac sie na przyktadzie z rysunku 1.9, uzyj biblioteki PreliZ do obliczenia
momentow rozktadu skosno-normalnego dla innej kombinacji parametréow.
Wygeneruj proby losowe o réznych rozmiarach (np. 10, 100 i 1000) i sprawdz,
czy na podstawie préb mozesz odtworzy¢ wartosci pierwszych dwéch momentéw
($redniej i wariancji). Co obserwujesz?

8. Powtdrz poprzednie ¢wiczenie dla rozktadu t-Studenta. Wyprébuj wartosci
parametru v, takie jak 2, 31 500. Co obserwujesz?

9. W nastepujgcej definicji modelu probabilistycznego zidentyfikuj rozktad a priori
i funkcje wiarygodnoSci:

Y ~ Normal(y, o)
M~ Normal(0, 2)
o~ HalfNormal(0.75)

10. Ile parametréw w poprzednim modelu bedzie mie¢ rozktad a posteriori?
Poréwnaj go z modelem problemu rzutu moneta.

11. Zapisz twierdzenie Bayesa dla modelu z ¢wiczenia 9.

12. Zat6zmy, ze mamy dwie monety. Gdy rzucamy pierwsza, w potowie przypadkow
wypada reszka, a w potowie orzetek. Druga moneta jest obcigzona i zawsze
wypada na niej orzetek. Jesli losowo wybierze sie jedng z monet i wypadnie
orzetek, jakie jest prawdopodobienstwo, Ze to jest obcigzona moneta?

13. Sprébuj ponownie utworzy¢ wykresy z rysunku 1.12, uzywajac innych rozktadéw
a priori (beta_params) oraz innych danych (trials i data).

14. Przeczytaj o regule Cromwella na stronie serwisu Wikipedia o adresie
https://en.wikipedia.org/wiki/Cromwell%27s_rule.

15. Przeczytaj o prawdopodobienistwach i holenderskiej ksiedze zaktadéw na stronie
serwisu Wikipedia o adresie https://en.wikipedia.org/wiki/Dutch_book.
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— Christopher Fonnesbeck i Thomas Wiecki

W ostatnich dekadach statystyka bayesowska zyskata ogromne znaczenie w nauce i inzynierii.
Wspéiczesna analiza bayesowska to w duzej mierze statystyka obliczeniowa — elastyczna,
przejrzysta i umozliwiajaca intuicyjna interpretacje wynikow. Dzieki rozwojowi bibliotek jezyka
Python koncepcije bayesowskie staty sie praktycznym narzedziem do realizacji zaawansowanych
scenariuszy analitycznych.

Ksiazka stanowi kompleksowe wprowadzenie do stosowanego wnioskowania bayesowskiego
i jego implementacji w Pythonie. Autor uzywa nowoczesnej biblioteki PyMC do programowania
probabilistycznego, a ArviZ do analizy i diagnostyki modeli. Omawia takze inne narzedzia eko-
systemu bayesowskiego, takie jak Bambi, PreliZ i Kulprit. Zapoznasz sie z zagadnieniami bay-
esowskich addytywnych drzew regresyjnych (BART), selekeji zmiennych, konstrukcji rozktadow
a priori i poréwnywania modeli. Ponadto dowiesz sie, jak budowagé, analizowag i interpretowac
modele probabilistyczne w projektach z zakresu data science.

W ksigzce miedzy innymi:
budowa modeli probabilistycznych z uzyciem PyMC
analiza i diagnostyka modeli w ArviZ
modele hierarchiczne — zalety i ograniczenia
poréwnywanie modeli i wyboér najlepszych rozwiazarn
interpretacja wynikéw w kontekscie rzeczywistych problemoéw

myslenie probabilistyczne w ujeciu bayesowskim

Osvaldo Martin jest badaczem specjalizujacym sie w metodach obliczeniowych. Zajmowat sie

blomformatyka strukturalna i symulacja uktadéw molekularnych, obecnie koncentruje sie na statystyce

bayesowskiej i programowaniu probabilistycznym. Prowadzit kursy z zakresu bioinformatyki,
data science i analizy bayesowskiej. Wspottworzyt projekty open source zwiazane z bibliotekami:
ArviZ, Bambi, Kulprit, PreliZ i PyMC.
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