Przedmowa

W Szkole Gléwnej Handlowej rachunek prawdopodobiefistwa jest przedmiotem
obowiazkowym na kierunku Metody Ilosciowe w Ekonomii i Systemy Informa-
cyjne oraz na kierunku Ekonomia, a takze na niektérych $ciezkach innych kierun-
kéw studiow. W ostatnich latach cieszy sie on coraz wiekszym zainteresowaniem
studentéw. Stuchacze wykladu moga korzysta¢ miedzy innymi z napisanego przez
jednego ze wspdétautoréow i wydanego przez Oficyne Wydawnicza SGH skryptu
»,Rachunek prawdopodobienstwa“ zawierajacego teorie i przykltadowe zadania
oraz z dostepnych za poérednictwem Internetu zadan z kolokwiow i egzaminéw.

Problemem, na ktéry czesto zwracali uwage studenci, byl brak rozwiazan
wspomnianych zadan, co utrudnialo im samodzielng nauke. Sklonito nas to do
opracowania rozwiazan tematéw z kolokwiéw i egzaminéw z lat 1996-2006.

Zadania zostaly podzielone na pie¢ rozdzialéw. Rozdzial 1 zawiera zadania
dotyczace pojecia prawdopodobienistwa i schematu Bernoulliego. W rozdziale 2
znalazly sie zadania, w ktérych bada sie wlasnosci jednowymiarowych zmiennych
losowych, a w rozdziale 3 — dotyczace wielowymiarowych zmiennych losowych.
Rozdzial 4 podwiecony jest funkcjom charakterystycznym, a ostatni, rozdziat 5 —
twierdzeniom granicznym. Zdecydowana wickszo$¢ zadan zawiera pelne rozwiaza-
nia. Same odpowiedzi podane sa tylko w przypadku zadan, ktérych sposéb
rozwiazania jest analogiczny z podanym wcze$niej. Stosowane oznaczenia i ter-
minologia sa zgodne z oznaczeniami i terminologia uzywana we wspomnianym
powyzej skrypcie z rachunku prawdopodobieristwa.

Dziekujemy serdecznie pani dr Agnieszce Groniowskiej, ktéra dokladnie prze-
czytala pierwsza wersje niniejszego zbioru zadan i sprawdzila rozwiazania. Dzie-
ki jej uwagom i sugestiom dokonaliémy wielu poprawek i usuneliémy zauwazone

bledy.

Autorzy



ROZDZIAL 1

Prawdopodobienstwo

1.1. Prawdopodobiefistwo geometryczne

1.1. Z przedziatu (—2,2) wybrano losowo dwie liczby z i y. Obliczy¢ praw-
dopodobienstwo zdarzenia:

a) zy < 1,

b) zy <2,
C) 1:2 —1 < Y,
d) %xQ—lgygx.

1.2. Wybieramy losowo dwie liczby x i y z przedziatu (—1,1). Obliczy¢ praw-
dopodobienistwo zdarzenia:

a) 202 —1<y< —u,

b) y? < 2%y.

1.3. Z przedzialu (—1, 1) wybrano losowo dwie liczby a i b.

a) Obliczy¢ prawdopodobienistwo zdarzenia, ze tréjmian kwadratowy
y = ax? + 2bx + 1

nie ma rzeczywistych pierwiastkéw.
b) Obliczy¢ prawdopodobienistwo zdarzenia, ze pierwiastki réwnania

az? +bx+1=0
sg rzeczywiste.
1.4. Obliczy¢ prawdopodobienistwo zdarzenia, ze pierwiastki réwnania
224+br+c=0

sg rzeczywiste, jesli liczby b i ¢ zostaly wybrane losowo z przedziatu:

a’) <_17 1>7
b) (—2.92).

1.5. W zaleznoéci od warto$ci parametru a € R obliczyé prawdopodobiefistwo
zdarzenia, ze x +y < a, jedli liczby z i y wybrane zostaly losowo z przedzialu:

a) <_1? 2)7
b) (~2,1).
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1.6. Z przedziatu (0, 1) wybieramy losowo dwie liczby x i y. W zaleznosci od
wartoéci parametru a € R wyznaczy¢ prawdopodobiefistwo zdarzenia:

1.7. 7 przedziatu (0,2) wybieramy losowo dwie liczby x i y. W zaleznosci od
warto$ci parametru a € R wyznaczy¢ prawdopodobiefistwo zdarzenia zy < a.

1.8. Z przedziatu (0, 1) wybieramy losowo dwa punkty = i y. Dla jakich a € R
prawdopodobienstwo zdarzenia zy > a jest wieksze od %?

1.9. Z przedziatu (0, 2) wybieramy losowo dwa punkty x i y. Dla jakich a € R
prawdopodobienstwo zdarzenia xy < a jest wieksze od %?

1.10. Z przedzialu (—1,1) wybieramy losowo dwie liczby = i y. Wyznaczy¢,
w zaleznosci od wartoéci parametru a € R, prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) ax? —y >0,

b) ax® —y <0.

1.11. Wybieramy losowo dwa punkty x i y z przedzialu (—1,1). Wyznaczy¢,
w zaleznosci od wartoéci parametru a > 0 prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) ay <x?—1,

b) y > a— 22

1.12. Z przedziatlu (—1, 1) wybieramy losowo dwa punkty x i y. W zaleznosci
od wartoéci parametru m € R wyznaczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) y <mx+1,

b) y <m(x+1).

1.13. Z przedziatu (—1,1) wybieramy losowo dwa punkty x, y. Dla jakich
m € R speliony jest warunek:

a) P(Apy) > %, gdzie A,, oznacza zdarzenie |z — y| < m, dla m € R,

b) P (Ap) < §, gdzie Ay, oznacza zdarzenie |z +y| < m, dla m € R.

1.14. Z przedziatu (0, 1) wybieramy losowo dwa punkty x i y. Niech A, ozna-
cza zdarzenie y < a, gdzie a € R. Obliczy¢, w zalezno$ci od wartoéci parametru
a € R, prawdopodobienstwo P(A, U B), gdzie B oznacza zdarzenie:

a’) Yy S % - ]-7
b) y < 3V
1.15. Z przedziatu (0, 1) wybieramy losowo dwa punkty x i y. Niech A oznacza

zdarzenie losowe x4+ 1y < 1, B — zdarzenie losowe y < az?, gdzie a € R. Obliczy¢,
w zaleznosci od wartosci parametru a, prawdopodobienstwo P (AU B).
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1.16. Z przedzialu (—1, 1) wybieramy losowo dwa punkty = i y. W zalezno$ci
od warto$ci parametru m € R obliczy¢ P (A,, N B), gdzie:

a) Ay, oznacza zdarzenie x + y < m, B oznacza zdarzenie y < %3: — %,

b) A, oznacza zdarzenie y < x + m, B oznacza zdarzenie y < —%x %
1.17. Z przedzialu (0,1) wybieramy losowo dwa punkty z i y. W zaleznosci

od warto$ci parametru m € R wyznaczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia £ < m.

1.18. Z przedziatlu (—1, 1) wybieramy losowo dwa punkty x i y. W zaleznosci
od warto$ci parametru a € R wyznaczy¢ prawdopodobienistwo zdarzenia y > a |x|.

1.19. Z przedzialu (—1,1) wybieramy losowo dwa punkty z i y. Niech A,,,
gdzie m € R, oznacza zdarzenie y < x +m. W zaleznoSci od warto$ci parametru
m € R obliczy¢ P (Ay,).

1.20. Z przedzialu (—2,2) wybieramy losowo dwa punkty z i y. Niech A,,,
gdzie m € R, oznacza zdarzenie: y+x > m. W zaleznoSci od wartosci parametru
m € R obliczy¢ P (Ay,).

1.21. Z obszaru D = {(a:,y) ER?2:1<zx<en0<y< %} wybieramy loso-
wo punkt (x,y). Obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia, ze x +y < 3.

1.22. Zobszaru D = {(2z,y) e R?: 1< <2 N0<y < %} wybieramy loso-
wo punkt (x,y). Obliczy¢ prawdopodobiefistwo zdarzenia, ze = — 3y > 0.

1.23. Z obszaru D = {(x,y) ER?:0<x<TA0<Ly< Sina:} wybieramy lo-
sowo punkt (x,y).

a) W zalezno$ci od warto$ci parametru ¢ € R obliczy¢ P (z < t).

b) Dla jakich ¢t € R spehiony jest warunek P (x <t) = %? Odpowiedz uza-
sadni¢.

1.2. Wiasnosci prawdopodobienstwa

1.24. Wykaza¢, ze jesli zdarzenia losowe A, B spelniaja warunek A C B, to
P(B-A)=P(B)—P(A)iP(A) <P(B).

1.25. Wykaza¢, ze jesli zdarzenia losowe A i B sa niezalezne, to niezalezne sa
réwniez zdarzenia:

a) A'iB,

b) A1 B

1.26. Niech A i B beda niezaleznymi zdarzeniami losowymi takimi, ze

e

0 < P(A) < 1oraz 0 < P(B) < 1. Zbada¢ niezaleznos¢ zdarzen losowych:

a) C=ANBiD=A-B,

by C=A-BiD=B-A.

1.27. Niech A, B beda niezaleznymi zdarzeniami losowymi. Zbadaé nieza-
lezno$¢ zdarzen C = ANBiD=AUB.
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1.28. Dane sa takie trzy tacznie niezalezne zdarzenia losowe A, B, C, ze
P(A) =3, P(B) =3, P(C) = 3.

a) Obliczy¢ P(AUBUC).

b) Obliczy¢ P((AUC) — B).

1.29. Dane sg takie trzy lacznie niezalezne zdarzenia losowe Ay, Az, As, ze
P(4;) = (3) dlai=1,2,3.

a) Obliczy¢ P(A; U Aa U A3).

b) Obliczy¢ P((Al U AQ) — Ag)

1.30. Niech A;, Ag, A3, A4 beda lacznie niezaleznymi zdarzeniami losowymi
takimi, ze P (A;) = Jﬁ dla j =1,2,3,4. Obliczyé¢:

a) P (A1 U Ag),

b) P(Al U Ay U Ag),

C) P(Al UAsUAzU A4)

1.31. Niech A;, Ay, A3, A4 beda lacznie niezaleznymi zdarzeniami losowymi

takimi, ze 0 < P(A4;) < 1dla j =1,2,3,4. Zbada¢ niezalezno$¢ zdarzen C' i D,
gdzie:

a) C:Al—(AQUAg), D =AU A3 U Ay,

b) C = (A1UA2)—A3, D =ANA3N Ay.

oo
1.32. Obliczy¢ P < U An), jesli (Ay,) jest ciagiem zdarzen losowych parami
=1

rozlacznych takich, ze:
a) P(A1) =11 P(A,UAp1) = 37 dlan €N,
b) P(Al) = % iP(AnUAn+1) = 3,;% dla n € N.

1.33. Niech (A,,) bedzie ciagiem parami rozlacznych zdarzen losowych. Obli-
czy¢ P ( U An> oraz P (A1), jezeli:
n=1
a) P(AnUAni) =1 (3)"dlan=1,2,....
b) P(AnUApi1)=2(3)"dlan=1,2,...

1.34. Wykazac¢, ze dla dowolnego wstepujacego ciagu zdarzen losowych (A;,)
speliony jest warunek lim P(A,4+1 — Ay) = 0.
n—oo

o=

1.35. Niech (A,,) bedzie zstepujacym ciagiem zdarzen losowych spetiajacych
warunek lim P(A4,) > 0. Wykaza¢, ze lim P(Ap+1]|4,) = 1.
n—od

n—oo
1.36. Niech (A4,,) bedzie wstepujacym ciagiem zdarzen losowych takich, ze

P(Ay1—Ay) = m P(AplAps1)=1— L dlaneN.

o0
Obliczy¢ P ( U An>.
n=1
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